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P R E F A C'  E, 

Où  Ton  fait  voir  ce  que  c’eiî:  que  la  Géo- 
métrie , quelle  ell  fon  utilité,  & 
quels  font  fes  Principes. 

I * 

J N S les  Elémtns  de  Mathêmati^’ 
que  imprimés  pcttr  la  iroifieme  fcif 
en  1704 , nous  avons  confideré  Us 
propriétés  de  la  Grandeur  en  géné-' 
ral.  L'étendue  qui  ejt  fenfiblè  dans  les  corpSy 
en  efi  une  efpece-.  Dans  tout  corps  ^ou  dans  ce 
qui  efi  étendu , on  diftirgue  trois  dimenfions , 
la  longueur^  la  largeur^  la  profondeur. 
Ce  font  les  propriétés  de  rétendue  par  con^- 
féquent  des  corps  ^ que  mus  allons  examinerÿ 
non  pas  celles  des  corps  fenfibUs , ta  dureté^ 
les  couleur^  le  froid  ^ le' chaud -,  mais  celles  de' 
l'étendue  intelligible  ,0^  du  corps  er.tant qu'il 
ejl  conçu  comme  un  Etre  qui  a trois  dimen- 
fions , qui  efi  long , large , £5?  profond,  ^anà 
il  n'y  uuroit  aucun  Etre  tel  dans  le  monde  ^ tout 
ce  que  nous  allons  dire  des  propriétés  du  corps 
ainfi  confideré , ne  laifferoit  pas  d'étre  éter- 
nellement ffi  immuahlemert  vrai\  car  ien’eH 
pas  unematiere  fujette  au  chengément^fui  efi 
• ici  notre  objet.  Il  ne  s'agit  d'aucun  corps  par- 
ticulier \ mais  parce  que  c'efi  pour  méfurer  la 
flerre  qu'on  s' ejl  appliqué  à étudter  les  pro* 
fri  tés  du  corps  en  général^  on  donne  à'ces 
BdémenS'le  nom  de  Géométrie qui  s'étend 

• ' £ kie»  ' 


"'‘h:-. 


fie.  ■ » 


Digitized  by  Coogle 


P EL  E F A-C  E. 

bien  plu i loin  qu'à  la  mefure  de  la  Terre,' 
Comme  elle  découvre  îee  propriétés  de  Céteti’ 
due^  elle  comprend  la  conmijfance  de  prefque 
toutes  les  chofes  qui  font  dans  le  Monde  y qui . 
eft  l'aJfemMaie  de  tous  les  corps  i car  ^e  qui 
convient  au  corps  intelligible , ou  au  corps  en 
général  y convient  à tout  ce  qui  e/l  réellement  • 
étendu.  Les  Aftres  font  des  corps , les  deux 
font  étendus.  Leur  di/lance  de  la  ferre , leur 
grandeur , leur  diamètre  fe  me  furent  par  des 
lignes  y qui  peuvent  aujfi  marquer  leurs  mou- 
vemens  j ainfi  l' Allronomie  ou  la  fcience  des  , 
Afires  y les  operations  {3  les  raifonnemens  . 
des  Aftronomes  yfont  foHdez  fur  la  Géométrie, 
La  Gnomonique  e/l  un  Art  qui  trace  fur  un  .. 
plan  la  route  du  Soleil  y en  marquant  le  che- 
min de  r ombre  que  fait  le  fommet  du  file  du 
Cadran  qui  repréfente  la  Terre  y autour  de 
laquelle  le  Soleil  tourna  ^ ainfi  les  opérations 
de  cet  Art  font  fondées  fur  la  Géométrie.  La 
Marine  y dans  la  plus  grande  partie  de  /es  pra- 
tiques y ef  une  dépendance  de  1* A/lronomie.  Il, , 
tfi  évident  que  l' Architeéîutey  le s ‘ Fortifica- 
tions y les  Méchaniques  y ont  pour  otjet  des 
chofes  étendues 'y  par  conféquent  elles  font  ren- 
fermées dans  la  fcience. du  corps  en  général. 
Il  n'y  a gueres  autre  chofe  dans  les  corps  con- 
fiderez  dans  leur  état  nuturel y que  ce  qui  efi  < 
dans  le  corps  mathématique  , c'ef-à-dire  y 
feulement  coufideré  comme  étendu.  On  « tu-  ~ 
jet  de  croire  que  toutes  les  quatittz  fenfibies  d» 

corps 
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'\corps  naturel  ne  font  point  en  lui , mais  dans 
- Vame  qui  les  fent  j on  peut  donc  dire  que  iou'- 
te  cette  partie  de  la  Philofophie , qu^n  nom~ 
me  la  P byfique^  n'eft  qu'une  Géométrie.  Je 
parle  de  cette  partie  où  il  ne  s' agit  point  de 
l'efprit , ni  de  [on  union  avec  le  corps , mais 
fimpïement  du  corps.  On  ne  peut  dgnc  être 
Phyjicien  fans  être  Géomètre.  Dans  VOpti'- 
que  ^ la  Dioptrique  ^ Ja  Catop  trique  la 
Perfpeêlive  .^  tout  fe  démontre  par  lignes  i 
y généralement  dans  uns  bonne  Phyftque  on 
rend  raifon  de  tous  le^  effets  des  corps enmoK^ 
trarrt  que  ce  font  des  fuites  de  leur  figure^ 
de  leurs  mouvement^  qui  s'expriment  parades 
lignes.  En  un  mot.,  la  Géométrie  eft  ' comme  les 
' élément  de  toutes  les  fciences  .,jqui  ont  pour 
■'  objet  les  corps. 

]\éanmoins  ce  n'eft  pas  fur  c‘la  feul  que  je 
fonde  l'efiime  qu'on  doit  faire  de  la  Géome^ 
trie^  mais  fur  ce  quelle'  efi  propre  pour  for- 
mer l'efprit^  (ÿ  le  rendre  exaày  étendu 
' pénétrant.  . Nous  avens  vu  dans  la  Préface 
du  Traité  de  la  Grandeur , l'importance  qu'il 
l'y  a de  s'accoutumer  à Confidercr  hs  ebofes 
abflraites  , c'efT-à-dire  , féparées  de  toute 
mattere  fenfib'e  } 6?  qne  pour  cette  raifort 
f étude  de  ce  Tatti  étoit  avant ageufe p(*r-, 
ce  que  les  véntez  qu'on  y propofoit  Jtant  ex- 
• pHquées  fans  figures.,  leurs  idées  fe  préfen- 
tuient  à l'efprit  fans  images.  On  ne  peut 
voir  par  l'imagination  que  ce  qui  efl  corps  i 

* J ceux 


T 


P .R'E  FACE. 

ceux  donc  qui  ne  font  ufage  que  de  leurimagi- 
nation , ne  peuvent  appyrccvo.r  les  tbofei  fpî- 
rituelles.^  Ils  ne  croyent  pas  même  qu'il  y en 
ait^parce  qu'ils  n'en  trou  - ent  point  d'images 
dans  leur  imagination:  comme  lo>-fque  dans 
les  terubres  on  cherche  quelque  corps  avec  les 
mains  ^mfi  l'on  m renconire  rien  qui  réftjie , 
on  croit  qu'il  n'y  en  a aucun. 

Il  efl  doncamportc^/'it  de  s'accoutumer  avoir 
fans  images , Cs?  de  fe  convaincre  qu'il  y a des  , 
véritez  qui  fe  conçoivent  autrement  que  les 
corps.  Mais  il  ne  faut  pas  pour  cela  négliger 
de  cultiver  fon  imagination.  On  en  peuemê” 
me  tirer  un  grand  fecours  pour  concevoir  les 
chofes  fpifituelles  \ 6?  c'efi  une  nécejjité  dans 
V état  ou  nous  nous  trouvons , d'y  avoir  recours.  j 

En  quittant  Dieu  nous  fommes  tombez  dans'les  j 

corps  : il  faut  donenousy  appuyer  pour  n’ui-re~  î 

lever,  comme  nous  le  fat  fonsquana  nous  fommes  • 

tombez  par  terre.  Üame  voit  la  vérité  qui  lui 
eji  pré  fente , £5*  d laquélle  elle  eft  atiertize: 
mais  les  corps  P attirent  vers  eux  par  les  im-  . 
prejjtons  qu'ils  font  Jurel!e,i^  lui  font  perdra 
de  vue  cette  vérité , à moi  os  qu'elle  n'y  fo:t  com- 
me attachée  par  les  cofs  ntém^s , qui  font  la 
caufeàe  fes  diftrafUo-/is  » ce  qui  arrive  iorfque 
cette  vérité  efl  exprimée  par  désignés  tènfibles, 
qui  tournent  Came  vas  eux,  ^ CoUken:  de 
vçir  la  vérité  qu'ils  manquent.  Peu  de  perfon- 
nés  je  peuvent  pafjerdecc  fe  ours,  it  y ad' ha- 
biles  gens  qui  ne  voyent  rten  dans  un  Jujetlorf- 
. ^tCiîs 
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• 

qu'iUUconJîderentparlesfeuhyeuxdeVefprît^ 

qui  après  r avoir  exprimé  fur  le  papier^ 
apperçoivenî  tout  ce  qu'il  faut  voir  pour  en 

Ainfi  après  avoir  lu  le  'Traité^e  la  Grandeur 
en  généra  s'y  être  accoutumé  à concevoir 
les  chofes fans  images , ce  qui  eft  très  important 
four  ta  Religion  i il  efi  utile  d'apprendre  ici 
comme  il  faut  fe  fervir  de  fon  imagination  y 
qui  n'eft  point  dangereufe  à ceux  qui  favent  dif- 
tinguer  ce  que  l'ejprit  pur  conçoit  ^ à'uvec  ce 
qu'elle  préfente.  Elle  eft  ur.e  four  ce  de  plu~ 
fleurs  i rreurSy  lorf qu'on  ne  confulte point  la  rai'- 
J on  i mais  aujji  il  faut  avouer  que  ceux  qui  veU“ 
lent  trop  s'élever  fan  s s' appuyer  fur  ce  qui  eft 
fenftble  tfont  fort  fujfts  à Villufion , qu'ils 
C égarent  fouvent  dans  de  vaincs  penfées.  L'a- 
me  qui  eft  plus  occupée  des  corps  que  des  chofes  ^ 
ffirituclles , n'apperçoit  qu'à  demi  celles- ci.  Si 
elle  n'eft  donc  ré/ervée  dansfes  jugement  pour 
' ne  prononcer  que  fr  ce  qu'elle  voit  ',ftce  qu'elle 
corfi'lere  n'eft  ex'.r'êmement  fmple , comme 
J.,  nt  les  chofes  qui  ont  fait  le  fujet  du  7‘raité  de 
iu  Grandeur , die  fe  trompe  facilement  Dans 
les  autres  Sciences  abfîraites , l'erreur  y eft  tou- 
jours à craindre  j on  eft  obligé  de  fe  contenter 
des  VI  aïfmblances  : ce  qui  n'arrive  pas  dans 
celtes  qui  (ont  aidées  de  l'imagination , comme 
la  Gé'  metrie , dont  les  7’héorêmes  frappent  l'ef- 
prit  trop  vivement  pour  s'y  tromper  ^quand  on 
iesconftdere  avec  un  feu  d'attention.  ‘Lavéri- 
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iidu  lafaujftté  y paroijfcnt  trop  évidemment^ 

. pour  être  confondues. 

'On  trouve  dans  la  Géométrie  des  modèles 
^ui  ne  peuvent  tromper  ^ des  démonjîratioifs 
flaires  {5?  convaincAntes.  Elle  apprend  la  mé* 
tbode  de  conduire  Cejprit  de  veniez  en  véri- 
tez.  On  y voit  des  exemples  comme  dans  la 
recherche  des  Sciences  il  faut  fe  fervir  des  pre~ 
mieres  connoiffances  quori a acquifes , ou  de  cel» 
les  qui  nous  font  naturelles , pour  aller  plus  loin. 
U art  le  fecret  des  Sciences  ne  conft]itnt  qu'à 

déduire  des  premières  véritez  que  Dieu  a mi~ 
fes  dans  notre  amodies  conjéquenLCc  dont  elles 
renferK»nt  les  principes^  c'eji-à‘dire à mé- 
nager la  Science  naturelle  3 ce  que  les  Géomè- 
tres font  admirablement , comme  nous  l'allons 
faire  voir  ^ en  découvrant  en  même  tems  les  - 
principes  6?  les  fendemens  de  la  Géométrie^ , 
ce  qui  fervir  a de  difpofition  pour  la  compren- 
dre avec  pluy  de  facilité. 

Dans  la  Géométrie^  comme  dans  toutes  les 
autres  Sciences  ^cn  ne  fe  trompe  point  ^ quand 
,on  raifonne  fur  des  idées  claires  ^qu' on  ne  dit 
que  ce  que  l'on  conçoit.  La  Géumetfie  a cela 
de  particulier  que  les  principes  fur  lefquels 
elle  eft  fondée  font  en  très  petit  nombre.  Elle 
ne  parle  que  de  chofes  /impies  , faciies  à con- 
noitre  .^ou  de  celles  qui  en  font  des  fuites  nécef- 
faires  6?  évidentes.  Les  idées  de  la  ligne  droi- 
te des  cercles^ dont  elle  s'occupe  d'abord^ 
font  claires.'  Les  véritez  f fur  lefquelles  elle 
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i' appuyé^  font  incontefiables , £5?  connues  de 
tout  le  mot  de  \ {jf  c*efl  à elle^  qu'on  peut  ré- 
' duire  tout  ce  qu'elle^entreprend  de  démontrer. 

On  neptut  ignorer  ni  conte  [1er  ^ y«’une  choie 
ne  peut  pas  être , & n’être  pas  dans  un  même 

• tems ^ d'où  >1  s'enfuit , que puifquele  tout  fes 

^parties  prtfes  enjernhle  ne  font  qu'une  même 
chofe , il  faut  que  le  tout  (bit  égal  à ics  parties  : 
car  autrement  la  même  chqfe  fer  oit  ÿ ne  fe- 
rait pas.  t)e  ce  principe  ontire  encore  cettécon- 
féquenccy  qu'il  faut  yaffdeux  grandeurs  éga- 
les à une  mêmegrandeur,  foient  égales  en^ 

_tre  elles;  car  ces  trois  grandeurs  ne  font  qu'une 
même  chofe  \ atnfi  fi  elle  s étaient  inégales  entre 
elles , elles  /èr oient  ne  feraient  pas.  On  peut 

• de  même  rapporter  à ce  principe  les  quatre 
Axiomes  fuivans. 

Si  à des  grandeurs  égales  on  en  ajoute 
d’égales,  les  tours  feront  égaux. 

Si  de  grandeurs  égales  on  en  ôte  d’égales  , 
les  relies  feront  égaux. 

Si  dcgrandeürs  inégalcson  en  ôte  d’égales, 

, les  reftes  feront  inégaux. 

Si  à des  grandeurs  inégales  on  en  ajoute 
d’égales,  les  tours  feront  inégaux. 

Ces  Axiomes  jont  jondez  fur  ce  que  les  touts  ' 
égaux  ont  des partjes  égales , éj*  les  inégaux  des 
parties  inégales.  Or fit  les  touts  égaux  n'avoient 
■pas  des  parties  égales , ils  feraient  êfi  ne  fe- 
raient pas. 

De  ces  véritez  fmvent  une  infinité  d'autres 
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<veùtez  î par  exrmf^ie  ■ que  les  moitiez  de  deux 
tours  ég^ux  (o^it  égales , ou  q’te  L s doubles  de 
CCS  tours  font  égaux , ^ les  tiers  de  deux 
tours  égaux  font  égaux , eu  que  les  triples 
de  deux  tours  égaux  font  égaux  \ au-ft  des 
quarts  y des  quad>  uples , d'une  infimté  de 
femhlables  Pt e’ojttions. 

L»svéritez  fu  vantes^  bien  qu'elles  fuient  ^ 
pour  ainji  dire  , res  ^fnnt  des  ^ources  très 
fécondes  de  plufieurs  dém-^nfïrattons  ^ [avoir ^ 
que  le  tout  efl:  plus  grand  qu’une  de  fes  par- 
ties ce  qui  eft  contenu, &«  renfermé 

dans  une  grandeur,  ne  peut  être  plus  grand 
que  cette  grandeur,  ^ue  deux  grandeurs 
qui  conviennent  en  tout,  lorfqu’on  les  po- 
fc  l’une  fur  l’autre,  .font  égales. 

C'efi  jur  ce  principe  ^qu  xsnc  cliofcnepeut 
..pas  être,  (ÿ  n’êtrc  pas,  que  les  Gé  métrés  fe 
fondent  ^ lor [qu'ils  tirent  leur  preuve  de  la 
confiruftion^  ou  de  la  [uppo[ition  qu'ils  ont 
faite ^c'ed  à dire  ^qu'ùn  ne  peut  pas  conté fter 
leur  côncluJ‘on , à moins  qu'on  ne  dife  qu'une 
chofe  peut  être^  y n'étie  pas  en  même  temSj 
ce  qui  eft  abfurde.  Çur  leur  conclu fton  eft  une 
'fuite  ft  n i turelle  de  ce  qui  a été  f ut , que  fi 
cette  conclufton  ne  [ut  pas  ftl  fauuqueîacho^ 
fe  riait  pas  été  fnte  comme  on  l'a  fuppofé. 

T'ouï  ce\  principes  ne  lo-  tja*n  le  fond  que 
celui-ci.  qu’on  ne  le  trompe  point,  quand  on 
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difiînguerhi  idées  qui  font  véritablement  cîai* 
res , Ci?  les  cbufes  qui  Je  po.uvent  concevoir. 
Qumrne  je  l'ai  dit , celtes  qui  font  le  ’fujet  de 
h Géométrie  font  fimple  s ^aifées  à connoitre^ 
à difttnguer.  L'idée  du  corps  ejl  claire  : lesGéo^ 
métrés  ne  confiderent  que  fes  dimenjions , dont 
la  notion  ej  tr  ès  cl  tire.  Per  forme  ne  peut  igno-- 
les  prop'ietez  générales  de  r étendue , non 
* plus. que  ces  principes  ^é'.  éraux , dont  nous  vC’- 
mnsde  parler.  On  fait  ce  que  c'ed  que  d'ê're 
étendu , long  ,lar^^ profond  j tsf  f’t  /2  le  feul 
ufage  que  les  Géomètres  ont  fait  de  ces  tonnoif 
j'ances.^qui  leur  a fait  découvrir  une  infinité 
de  vêritez  caché >s  au  re fie  des  hommes  j preu- 
ve évidente , que  fi  on  ufoit  bier^des  premières 
c onnoijfunce s naturelles  fi  on  alluit  piror- 

die  comme  ils  font  .^on  ferait  d'admirables  pro- 
grès dans  les  Sciences.  On  ne  les  acquiert  que 
par  cem'y.n-yc'efi  pourquoi  les  premières  étu- 
des n' étant  que  pour  apprendre  comme  il  faut 
étu  iier , il  n'y  a'po7nt  de  Science  plus  propre 
p ur  les  premiers  exercices  que  la  Géométrie. 

Mus  pour  cela  il  faut  *qu'eile  fait  traitée 
avec  méthode,  c»  que  ne  fait  p-as  Euclide.  Un'' a 
penfé  qu'à  ranger  fes  Propofithns , <Ie  maniéré 
qu'elles  fs  ferviffent  de  preuv<  s les  unes  aux 
autres  \en  quoi  il  a réufiî.  La  vérité  fe  trotta 
ve  dans  fes  Elém'ns  \ m lis  aurefte  il  y a tant 
de  confufton , que  bien  loin  de  donner  à l'efprit 
VidéeiS  le  goût  duvé  itable  ordre , ils  ne  peu- 
vent au  contraire  que  f accoutumer  au  defr- 
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dre  à la  conf u/ton,  comme  s'en  plaint  Mon^ 
fieur  Nicole  dans  la  Préface  des  Elémens  de 
Géométrie  de  Monfieur  Arnaud^  qui  furent 
imprimez  pour  la  première  fois  en  1667. 

C'efi  dans  ces  Elémens  de  Monfteur  Arnaud 
qu'ontrouve  cet  ordre  naturel ^qui  n'efl  point 
dans  ceux  d'Euclicie.  S'il  eût  traité  aes  Soli- 
des , je  n' aurais  peut-être  jamais^enfé  à treu- 
•V  ailler  à de  nouveaux  Elémens,  -Ge  fut  pour* 
y fappléer  que  j'en  eus  la  première  penfée.  Je 
traite  en  ceux-ci  ce  qui  regttrde  les  Solides , 
d'une  maniéré  beaucoup  plus  étendue  que  ne 
fait  Euclide  y je^  Commentateurs  i car  j'y 
' comprends  ce  qu'Archimede  a démontré  de 
plus  conjidtmble  touchant  les  Cylindres^ 
les  Cànes  y la  Spbtre. 

J'ai  ptts  à tâche  d'expliquer  tout  Euclide^ 
^ la  réftrve  du  fept terne , du  huitième  (f!  au 
neuvième  Livre  , qui  ne  traitent  que  des  nom- 
• bres , ce  qui  ré apar tient  pas  à la  Géométrie. 
Je  nai  pas  auffi  voulu  grofir  mon  Ouvrage 
de  toutes  les  Propofitions  de  fon  dixième  Livre^ 
parce  qu'on  ne  le  Cite  gueres  j t^  que  ce  qui  y 
efi  (T ufage  fe  peut  expliquer  en.  peu  de  pageSf 
comme  je  croi  l'avoir  fait.  Ses  Elémens  font 
comme  la  clef  commune  à prefque  tous  les  Li- 
vres de  Mathématiques.  On  les  cite  par-touly 
ce  qui  oblige  de  les  (avoir.  Nous  n'avons  de 
lut  que  les  Proportions  qui  font  dans  fes  Elé- 
tnens  : les  démonftrationsfont  de  Proctus.  Ain  fi 
pardonner  un  Euclide  fil  n'efi  que  filon  que  de 
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■^rapporter  fes  Propoftùons.  L’expérience  fera 
■•■vvir  que  le  feul  ordte  que  je  leur  donne  ^ en 
•facilite  la  démon firatinn  j t\fl  pourquoi  j\f- 
pcre  qu' on'apprendra  ici-Euclide  avec  beau^ 
coup  plus  di  facilité  qu’en  aucun  de  fes  Comment 
.tuteurs  i outre  que  mon  Ouvragée  fi  plus  court, 
quoiqu’il  contienne  plus  de  chofes. 

Je  le  diftribue  félon  les  trois  dimenjîons 
qui  fe  difiinguent  dans  le  corps, /avoir,  la  lon~  ' 
gu  ur , la  largeur , la  profondeur  ou  f,lt  dit  é. 

Dans  le  premier  Livre  jeconjidereles  prvprie- 
'tezde  la  premier e dtmenjian,  me  bornant  en- 
core à la  longueur  ^qui  efi  une  ligne  y4>u  droite 
ou  circulaire.  Ces  lignes  étant  plus  fimp le sf3 
plus  faciles  à connoitre , l'ordre  demande  qu'on 
commence  par  elles,  ^ qu’on  réferve à-un  au- 
tre lieu  de  parler  des  autres  lignes , qui  font 
plus  compùfées , £?*  qui  ont  des  proprietez  plus 
.cachées.  Dans  le  fécond  Livre  je  traite  de  la 
Jeconcte  dimenfioo , je  n’y  parle  pour  la  mê^ 
me  raifon  que  des  largeurs  ou  fur  faces  qui font 
les  plus  fimples } c’efi- à-dire , des  fur  faces  droi- 
tes qu’on  nomnté  pians.,  qui  font  bornées  par 
des  lignes  droites  ou  par  des  cercles  Dans  le 
j'n.tfierhe  Livre  j’ applique  aux  lignes  les  pro- 
prietez de  la  grandeur  .en  général,  qui  leur 
conviennent.  iUttfi  cette  nouvelle  Edition  ne 
Jujpofe  point  abfoiument  qu’. on  ait  vu  les  Eté- 
mtns  des  Mathématiques , ou  Tfràité  de  la 
. Grandeur  en  général  P ar  conféquint  on  pour- 
jra  commencer  P étude  des  Mathématiques  par 
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,ees  Elémens  de  Géométrie  ^Ji  un  • fpere  y trou- 
ver plus  de  facilité.  Da>.s  le  quatrième  Livre 
jf  explique  ce  quirrgat  de  les  ruilvnsé^  les  prà~ 
po  ttons  des  lignes  droî  es  ^ des  cercles  des 
J ur faces  droitiS^  ou  des  plans.  Jûans  ïe^cin- 

• quterne  je  natte  de  la  fondité.  . 

Comme  mon  principal  àejjéin  eft  de.eontti^  • 
huer  à rendre  l'i [prit  exaét  (s  pé  étrant , à . 
.quoi  l i Méthode , que  les  Géomètres  appellent 
Analyle , eji  particulier ement  utile  ; je  lâche 
dans  le  fixisme  Livre  de  donner  une  idte  de 
cette  Méthode , appliquant  à ‘la  Géométrie  cè 
que  fin  ^it  dit  attUurs  par  rapport  à la  Gran- 
deur en  général.  Je  fats  voir  comment  l'on 

’ peut  porter  lotn  les  premières  conmtffances  de 
Ja  Géométrie. en  même  teins' je  propoje  des 
ejjais  deiette  Métijodijur  qucâjues  Problèmes. 

Je  n'at  pat  lé  dans  ce  s Elémerj  que  de  la  ligne 
droite  (si  circulaire , £5?  des  (olides  compris  fous 
des  fut  face  s planes  ou  (phét  tques , qui  fe  font  par 
le  mouvement  de  ces  deux  lignes  Mais  j' ajoute  à 
la  fin  une  Introdudioh  aux  Secifons  Coniques^ 

• qui  Jet  vira  de  premiers  Elpmens  pour  let  lignes 
.courtes .,  (fi  les  folides  qu'elles  forment. 

Ce  n'eft  don/  point  en  retranchant  de  cesEU“ 
tne/éS  des  chofes  hécejjait  es  ^que  je  i s attendu 
courts  i mais  en  prenant  desjpoyes  ahregées, par 

^ 9Ü;e  mtne  tout  d'u»  coup  à lavénté.  Je  tire  . 
mts  denfimftrafons  dt  lanution  de luclojemê- 
medontjf  parle  j de  furti  qu-avec  un  peu  d'at-  . 

Untionàictte notion f on  uécouvre Joi-^ême  la 
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^êmonflraiion.  îi  n'y  a dans  mes  Elémens 
^ii'un  petit  nombre  de  ihéorêm  s fondamn- 
taux,  ^uand^un  les  aura  compris^  les  autres 
quin'  'en  ,ontquedes  Coro  lahes  ^c'eft-à-dire^ 
aes  can/équet^iesévidentis  ^ ne  (i  ront  plusd’ffi- 
etleSi  Enfin  ce  qu:  Uimnera  de  la  faciiuéponr 
entendre  Cÿ  réunir  ce  qu'on  va  lue ^c'eji  que 
tou,  es  le  i matieris  fu>t  rangées  fous  des  chefs 
qui  les  lient ^9^  ea  font  un  corps  de  doéirtne. 

'J'at  travail  é ae  nouveau  cet  Ouirage  ^ 
ayintrecim  uquil  poux  oit  f>vtr  à former 
l'efprit  tff  le  cœur.  C'ejl  Dieu  qu'il  faut  re- 
garder  en  toutes'  cl'ofes  l'etude  de -la  Geo- 

metrie  y 'a^it  porter.  On- y trouve  de  grar.ds 
Juf  ts  de  pêeiftr  à'iui.  Tout  ce  qu'on  voit  de 
ke  iu  d ms  cette  Science  touchir^t  les  figures  ^ 

' leur  s rasfor-s  leurs  protortions , fie  remaxr. 
que  enfuit  e dans  les  Ouvrages  de  la  Nature  \ 
ce  qui  donne  lieu  d' admirer  celui  qui  en  efi 
l'Ouvrier,  lln'ya  point  dp  petit  corps  qui  ne 
foit  capable  de  toutes  les  figures  de  Mat  hé  ma;^ 

' \ tique  ^ felo'i  qu'on  concevra  que  fc  matière 
fera  uifpojée.  Ces  figures  ont  toutes  leurs  pro- 
prie tez.  L'tfprU  peut  par  conféquent  àécou- 
vr'tr  en  chaqu*corps  un  nombre  infini  de  véri- 
. iez  fut  prenantes  ^ hrfqu'il  le  conft  lere  avec 
ordre-^c'efi-à  dtre.^s'il  fait  les  ion ftderat ions 
que  peut  faire  un  hibile  Géomètre^  £î?  s'il 
applique  à ce  corps  tout  ce  que  la  Géometrte 
. er.figne. 

Combien  d'admirables  vérittz  verrions- nous 
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donc  en  Dieu , fi  nom  VétUdiiom  autant  que  - 
n us  fat  font  les  corps  ? Nous  n'y  voyons  prefqaa 
rien , parce  que  notre  efprit  ne  peut  s'appliquer 
autant  de  tems.  à iui^  qu'il  fut  à la  matière. 
Mais  co'itbien  de  chofesies  Saints  découvrent- 
il^  en  fa  Divine  Effence^  qui  eji  Ih  eaufe  de  la 
fécondité  de  la  matière? Et, fi  la  connoijfance 
des  véritei  que  la  Géométrie  nous  enfeigne 
donne  tant  de  contentement  ^qu^  e fi  le  plaifir 
des  Bienheureux  qui  voyent  des  véritez  d'au- 
tant plus  excellentes^  que  Dieu  fur ptjfe  infi- 
niment les  Corps  ? 

• Ain  fi , outre  le  plaifir  fpirituel  que  donne  la 

Géométrie^  pour  iafinuer  du  mépjrts  pour  lés 
vulupt'ez , (fi  par- là  nous  fendre  plus  propres 
pour  la  Morale  de  l'Evangile , qui  efi  enne- 
rnie  de  ces  voluptez  : outre  qu't, lie  difpofe 
Vefprit  pour  toutes  les  Sciences  , pour  celles 
mêmes  qui  font  élevées  au-dejfus  de  la  matiè- 
re , dont  elle  le  rend  capable  \ elle  nous  fait 
' encore  connaître  quelle  efi  la  vafie  étendue  de  la 
/Science  que  poffedent  ceux  qui  voyent  Ditu^ 

(fi  de  quel  plaifir  ils  jouiffent  en  découvrant 
tant  de  véritez  dans  la  Divine  Effence.  Par 
conféquent .la  Géométrie  pnufroit  donner  un  ' 
plus  ardent  défit  de  pojfeder  Dieu , que  de 
devenir  Géomètre  ^ fi  on  l'étudioxt  avec  Vef- 
prt!  que  je  le  prie  lui -même  de  donner  à 
ceux  qui  fe  fervsront  de  mon  Ouvrage, 

• • 
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PA^^AGE  DE  PLAl'ON^ 

du  Livre  feptieme  de  JaJR.ê publique , tou^ 
chant  'l'excellence  V utilité  de  la  Géo- 

métrie. 

VOüs  voyez  donc,  cher  Ami,  que  les 
Matlïém’atiques  font  néceflaires,  puif- 
qu’elles  nous  obligent  par  cette  ex^âitudcy 
. dont  elles  donnent  l'habitude , de  feire  ufage  de 
notre  efprit.  •C’eft  certainement  /fe  qu’elles 
font  ; & c’eft  une  chofe  remarquable , que 
tous  les  hommes  étant  capables  par  leur  na- 
ture de  raifonner,  & de  comprendre  toutes 
les  Sciences  ^ ceux  qui  ont  moins  d’ouvertu-^ 
re,  s’ils  étudient  cette  Science,  quand  elle 
. leur  feroit  inutile  pour  toute  autre  chofe , ils  ' 
-en  retirent  cet  avantage , que  leur  efprit 
devient  plus  ouvert;  car  il  n’y  a point  d’é- 
tude qui  l’exerce  plus , &,  qui  la  rende  autant 
capable  d'attention^  auffi  c’eft. à cette  étude 
qu’il,  faut  appliquer  ceux  en  qui  on  remar-, 
que  ‘un  ef^îrit  gui  mérite  d’être  cultivé. 
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PLISSAGE  DE  PLU^rARQJJE^ 

du  huitième  Livre  des'  '^wfiions  fympo- 

ftaques^  ^ucflion  fécondé. 

■p  La  TON  loue  la  Géométrie,  parce  qu’el- 
le  détache  des  fens , auxquels  nous  nous 
donnons  entièrement,  & qu’elle  nous  tour- 
ne vers  ce  qui  efl;  intelligible  & éternel, dont- 
la  connoillance  efl  la  fin  de  la  Philofophie , 
comme  la#.ue  claire  des  Myfteres  efl  la  fin  de 
ceux  qui  s’y  font  initier.  La  volupté  & la 
douleur  font  comme  un  clou,  qui  attache  fi 
fortement  l’Ame  au ^ Corps,  qu’elle  en  de- 
vient dépendante:  les  chofcs  corporelles  lui 
deviennent  ainfi  plus*  claires , parce  qu’elle 
en  efl  plus  touchée.  Elle  ne  juge  donepoint 
des  chofes  par  la  lumière  de  la  raifon,  mais, 
par  les  imprefiions  qu’elle  reçoit  de  fon  corps. 
La  force  de  la  douleur  ou^des  plaifirs , fait- 
qu’elie  ne  devient  fenfible*  qu’à  ces  perpé- 
tuels (Sc  divers  chan^emens  des  choies  corpo- 
relles qui  agifient  fur  elle;  ainfi  elle  s’aveu- 
gle , & perd  cette  lumière  i'.nl  '.iment  plus 
précieufe  que  les  yeux  du  corps,  étant  feu-* 
le  capable  de  nous  faire  appercevoir  la  Natu- 
re Divine.  La  Géométrie  efl  comme  un  mi-> 
.roir  poli,  oîi  l’on  voit  des  vefiiges  & des 
images  des  chofes  intelleéluelles  , vers  lef- 
quelles  elle  tourne  l’efprit,  après  l’avoir  com- 
me purifié  & dégagé  de  la  fervitude  des  fens. 
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Jimples  ^ ou  qui  ne  font  que  de  fieux  degreZt  On 
ne  peut  donc,  pas  avec  la  connoiffance  de  ces  E- 
lèmens  , réfoudre  les  Problèmes  folides.  4^ 

' C H A P.  XI,-.  Ejjdis  de  la  méthode,  fur  qtcelquif 
Problèmes.  4°^- 


I N TR  ODÜCTI'ON 

AUX  SE  Ctl  O NS  CONIQUES. 

^ ; Ch  A P.  I.  Es  lignes  coutbes .,!q^erepréfeif‘ 

I J tent  les  differentes  ferions  du 
eôue.  Leurs  noms , y la  méthode  la  plus  Jirnçle 
pour  connoitre leurs  trincipales proprietez.  417 
C H A P.  II.  De  la  Parabole  ou  ligne  courbe.,  qice- 
rt'téfente  la  feclion  d'un  tône  droit  parunpiùn 
parallèle  à l'un  de  fes  entez.  42>* 

C H A !’•  1 1 ï f.lltpfi , ou.de  la  ligne  que  r^- 
prej  ente  la  feâion  d'un  cône  par  un  plan  ^ qui 
coupe  fes  deux  côtez  , iis  qui  ne  J oit  pas  paral- 
lèle à celui  de  la  bafe.  ' 4^^ 

C H AP.  IV.  De,  l'Hyperbole  , ou  de  la  ligne  qui 
repréjente  la  leétim  d'un  cône  coupé  par  un  plan 
parallèle  à fonaxe , ou  même  de  maniéré  que  cou- 
r peint  un  leul  côté  dudit  cône , tl  pu  'fffe  aujfi  couper 
l' asttre étant prolon^  é au-deffuj  de fonfommet.i^^'^ 

FIN  DE  LA  table;  ' 
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EXPLICATION  DES  TERME5 
& des  Notes  dont  on-fe  doit  fervir. 


Axiome. 

ON  appelle  Axfiome  une  vérité  claire  & coa- 
uante,qu  on  connoic  fans  étude,dont  tout 
le  monde  convient. 

Dema^e  OU  Propofition  évidente. 

C e.t  une  Propofîtion  qui  n’elt  pas  connue 
avant  qu  on  I éto-Tie , mais,  qui  le  devient  aulîî- 
tô  t qu  on  y fait  attention  ; qu’pn  a ainf;  droit  de 
deinandg-  qu  onj-eçoivecomrnç  inconteftable. 
j appelle  pdus  volontiers  Propofition  évidente . ce 
quon  nomme  ordinairement  Demande"  par- 
cequece  mot n’eftgueresFrançofs dans iè  fens 
que  lui  donnent  les  Géomètres. . 

Définition. 

C’ell  une  Propofîtion  qui  détermine  l’idée 
d un  mot  ; ou  qui  donne  une  notion  difîinéte 
de  la  chofe  qu’on  veut  que  ce  mot  fîgnifie. 
Théorème, 

On  nomme  ainfî  une  Propofîtion  dont  il  faut 
démontrer  la  vérité. 

_ Problème. 

crelt  aufîî  une  Propofîtion  qu’il  faut  démon- 
trer; mais  dans  laquelle  il  s’agit  de  faire  quel, 
que  chofe  de  prouver  qu’on  a fait  ce  qu’on 
avoit  propofé  de  faire.  ’ 

Lemme. 

C’eft  une  Propofîtion  qui  n’eft  âu  lieu  oh  elle 
vem  pour  fervir  de  preuve  à d’autres  qui  fuv- 

**  2 Co» 
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Corollatrt.  * 

G’èft  une  Propofition  qui  n’eft  qu’une  fuite 
d’une  autre  précédente. 

NOTES. 

Cette  marque -l-fignifie />/»/.  yf—i-B,c’e(l 
A flus  B.  , n.  A 

Celle-ci  — lignifie  moins,  yf  — B , ,c  eu 
moins  B. 

30  C’ell la  marque  de  Véfralité.  C so.Z)  fîgni- 
fie  que  C eft  à D.  Mais  l’on  fe  fert  aujour- 
d’hui plus  communément  de  cette  marque  — . - 
C fignifie  que  C eft  ^4/  à D. 

Pins  jrranJ. 
éCi,  Plus  petit. . 

X Par.  C’eft'le  fi^e  de  la  multiplication.  . 
Gomme  Ay.  D fignihé  A multiplié  par  D. 
fup%  Supra  OU  ci- de  (Tus 
l.  itivre. 

H.  Nombre.  On  met  des  nombres  dans  les 
maires  de  cet  Ouvrage,  qui  fervent  k trou^^r 
, les  Propofitions  qu’on  allègue.  1. 2.  n.  (5.  c’eft  » > 
dire:  Livre  fécond^  nombre  fi x,.  Si  l’endroit  ou 
l’on  renvoyé  eft  du  même  livre,  on  cite  le  nom- 
bre précédent  qui  eft  à la  marge  avec  cette  no  te 
fiup.  NÆfttf.  «.5.  c’eft-à-dire:  Ci-defixs  nom- 
bre cinquième. 

Prop  Prof  o/îr/«».LorfquelaPropofition  qu’on 
ftit  letrouvedans  Euclide,  on  mar^e  l’endroit 
de  cette  maniéré  : End.  L prop.  7 . C’eft-à-dire  : 
Euclide  Ikrt  premier.,  propofition  feptieme. 

Les  autres  notes  qui  font  dans  l’Ouvrage  Ibr.t. 
expliquées  dans  les  lieux  oii  l’on  commence  de 
t’en  fervir.  Afin  qu’ôn  s’accoutume  à l’ufage  de 
ces  notes,*  je  m’en  fers  icienpropofantles  vé-, 

ritez  fuivantes.  . t ^ 

' '•  AXIO- 
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A X I O M E s O U-  VER  I - T E Z - 
claires  & connues. 

% 

Premier  Axiome. 

Le  tomt  eft  plut  grand  que  fa  partie. 

Ainfi,fi  A &.  B font  les  parties  d’une  ligne  que 
je  nomme  A"ou  de  toute  autre  grandfcur,  ce  tout 
A'  eft  plus  grand  que  Aà.  que  B pris  féparément. 
X-P'A.SlX^B. 

Second  Axiome. 

Le  tout  efi  égal  à toutes  fes  parties  prifet 
emfemble. 

Si  A Ce  B font  toutes  les  parties  de  X,  il  eft 
évident  que  A— j-^jC’eft  à-dire  A avecfi,eft  égal  ’ 
kX  : Ce  qui  s’exprime  ainfî  A-~^  B zsX. 

. Troifieme  Axiome. 

Les  grandeurs  égales  à-  une  même  grandeur 
font  égales  entre  elles.-  • 

Suppofé  que  A = 2 & B c*cft-à-dire  que 
A foit  égal  à Z & que  B fokaufli  égal  à Z , alors  ' 
A Ce  B font  deux  grandeurs  égales.  On  exprime 
ainfi  çe  raifonnementtSi  A=zZ  & B=;Z;ou 
ce  qui  eft  la  même  chofe,  ÜA=:Z=:B:  donc 
Z = B.  Je  me  feryiraifouvent  de  cette  expref- 
fion:  qu’on  y faffe  donc  attention . On  peut  join- 
dre à cet  ^iome  celui-ci  qui  n’eûpas  moins 
évident  : Si  Z dl  égal  àB,  toute  grandeur  plus 
grande  ou  plus  petite  que  B , fera  plus  grande 
ou  plus  petite  que  A. 

Quatrième  Axiome. 

Si  à des  pandeurs  égales  on  en  ajoute  d*éga»  - 
les  , elles  ^meurent  égalej  , les  fommes  font 
égales. 

Si  A =zB  , ajoutant  à Z & à B la  même 
. grandeur  ils  demeurent  égaux  A—\-Xz=B 
'H- A'...  ' • - . 

Cin-'- 
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Cinijuîeme  Axiome'. 

Si  de  grandeurs  égales  on  en  ote  d’égales^  les 
rejles  feront  égaux.  * 

Si  //'=:/? jdoncyf— — A';c’c(l-à-dire, 
que  A iSi  H font  deux  grandeurs  égales , A 
moins  X efl'égal  à B moins  X. 

* Sixième  Axiome, 

Si  à des  grandeurs  inégales  on  en  ajoute  d’éga- 
les., elles  referont  inégales^  l’une  plus  grande. fi 
elle  était  plus  grande  ou  plus  petite  fi  elle  était 
plus  petite.  * 

Si  A & Z font  des  grandeurs  inégales , & que 
Ain  B foient  des  grandeurségales,A A & 
Z —h  B feront  inégaux , l’un  plus  grand  ou  plus 
petit,  félon  ce  qu’ils  étoienc  auparavant. 

• Septième  Axiome. 

Si  de  grandeurs  inégales  on  en  ôte  d’égalis les 
. refies  Jeront  inégaux  , l'un  plus  grand  fi  la  gron- 
deur était  plus  grande  y l'autre  plus  petit  fi  lu 
grandeu  était  plus  petite, 

C’eft-à-dire , quefi  A'&  Z font  des  grandeurs 
inégales  yX  — ri  ül  Z — A feront  inégaux  j^l’un 
plus'grand  ou  plus  petit,  félon  ce  que*A  &Z- 
étoient  auparavant. . . ' ' 

Huitième  Axiome,' 

Une  grandeur  qui  a le  figue  — 1“ , étant  jointe 
avec  elle-même  ou  avec  fop  égale  qui  a le  figffe 
, efi  égale  à rien. y ou  à zéro. 

C’eft-à-dire,  --+A  — //  = o. 

Neuvième  Axiome.  " v 
Les  chofes  qui  font  moitié  ou  tiers  Çjff.  dune 
même  grandeur  ou  de  grandeurs  égales  , fofst  éga- 
les' mais  elles  font  inégalé > y fi  les  grandeurs  en- 
tières font  inégales -y  plus  gran  des  y fi  les  gran- 
deurs entières  Jont  plus  grandes  ; plus  peti.  es , fi 
US  grandeurs  entières  font  plus  petites. 

Dixtet 
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Dixième  Axiome^ 

Les  grandeurs  qui  conviennent  étant  pofées  Ui’ 
unes  fur  les  autres , font  égales. 

Si  deux  lignes  jDofées  Tune  fur  l’autre  con-*' 
viennent,  elles  font  égales. 

On  pourroit  propoler  plufieurs  autres  fem- 
blables  Axiomes  ; c’eft-à-dire  plufieurs  autres  . 
véritez  gu’on  ne  peut  ignorer,  & dont  on  ne 
dilpute  point. 

AVERTISSEMENT.  * 

0»pour$it  joindre  à ces  Axiomes  ^c'eft-à~dire^ 
m ces  vérités  connues  ^ incoHtefïables'^  cette  Pr<^ 
ptjition , Qu'une  choje  ejl  vraye  par  fa  conjirucr 
tion , quand  elle  ejt  faite  exaélement  félon  une 
'eégle  dont  on  étott  convenu  Atnjiairès  qu'on 
ejt  convenu  de  ce  qu'il  faut  faire  pour  couper 
me  lijrne  en  deux  parties  égales  , ÿ qu'on  a 

A bT”  C 

ainji'  coupé  KC  au  point  B , alors  par  la  ctnf- 
truélion  A B y B C font  les  moitiez  de  cetti 
ligne. 

. aujji  ■ une  vérité qu'une  "Propofition  e(l 

tncantejlahle  lorfqu'on  ne  la  peut  nier  fans  dire 
me-  chofe  abfurde  , c'^~à-dire  qui  efi  manifefle» 
tnentfaulfe. 

On  réduit  toutes  les  démonflrations  dont  on  fe.- 
fert.,  à ce  petit  nombre  de  véntez  qu'on  vien„  de 
propofer , ^ aux  nouons  claires  Çÿ  dijUndes  des  ' 
chofes^  dont  on  doit  parler*  C'e/i  dans  la  notion. 
ou  ridi^e  d'une  chofe  qu'on  découvre  fes  rropne- 
tez^  y qu' on' apperfoit  ce  qu'elle  ejl  véritable» 
ment  ; ainji  toute  l'habileté  d'un  Auteur  ne 
conjijle  que  dans  l'art.,  avec  lequel  il  fait  faire 
attention  à l'idée  de  la  chofe  qui  fait  le  fujet  de 
fon  Livre. f ne  propojant  d'abord  que  ce  qu'il  y a 
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àe  plus  Jimple  ^ de  plus  a$fi  à somottre  dans  ce'- 
fujet , fasfanf  toujours  précéder  ce  qui  ejl  nécefai- 
re  pour  entendre  la  fuite . ^ fans  rien  oublier 
dont  la  conmtjfance  fait  nécejfake  pour  entendre 
ce  qu'il  propoje.  Mais  comme  P attention  efl  une 
cbefe  pénible;  que  les  démonfîrations  lu^uesy 
quoique  d’ ailleurs  claires  ^ font  tnujours  dijpciles;  ‘ 
il  doit  s' accommoder  à la  joiblejfe  de  P efprit , 
ménager  fa  capacité.  On'  P accable  larjqu' on  lui 
préfente  plufieurs  chofes  à la  fois  ; il  les  faut  donc 
partager  en  toutes  leurs  parties  natuaellesy  de 
forte  qu'on  les  puijfe  conjtderer  les  unes  après  les 
autres  féparément  üf  avec  ordre  , - ee  qui  fait 
qu'on  les  conçoit  ^ qu'on  t'en  fouvient  afément. 
C'e/i  ce  au' on  a téuvé  de  faire.  ^ Les  Maîtres  le 
doivent  faire  remarquer  à ceux  a qui  ihenfeigne- 
ront  ces  Elénuus-.  Us  doivent  en  premier  lieu^' 
leur  en  faire  confidarer  le  fujet , la  dtftribution  de 
tout  P Ouvrage  ^ U foin  qu'on  prend  de  donner  des 
idées  nettes  des  chofes'  qu'on  veut  faire  comnoiire  ; . . 
^ comme  c'ejl  de  ces  idées  qu' ordinairement  on 
tire  'es-,  démonfîrations  dont  on  fe  fert  y P étude  de  ' 
ces  Elémens  faite  avec  ces  réjiexions  pourra  con- 
tribuer à former  Pétrit , £5*  fervira  de  modèle  de 
la  maniéré  dont  il  faut  étudier  traiter  les 
Sciences;  vue  principale -qu'on  é ifif  comme 
Pa  dit  dans  la  Préface, 
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GEOMETRIE, 

• ou 

DE  LA  MESURE 

« 

DE  L’E  T E N D U E. 

■ LIVRE  PREMIER. 

De  la  première  efpece  d’Etendue,  qui 
efl  la  Longueur.  Des  Lignes  droi- 
tes & circulaires. 


SECTION  PREMIERE. 

Des  differ entes  ejpefes  d'EtenJae. 

Définition  I. 

y a trois  ejùeces  d'étendue , la  Lon- 
m T Largeur  , ^ la  Frofon- 

deur^  qui  font  les  trois  dl.nenfions  du 

^ " L’objet  de  la  Geometrié  n’eft  pas 

cette  étendue  matérielle  des  corps , qui  font  cf- 
fefti veinent  étendus  en  long,  eula.ge , & en 
profondeurj  c’ell  une  étendue  intelligible^  üe'.le 

A que 


a,  Elémns  de  Géimirie. 

que  Vcrprit  la  conçoit  ; en  forte  que  quand  il 
n’y  auroit  point  de  corps  au  monde , ce  que 
les  Géomètres  démontrent  de  l’étendue  n’en 
leroit  pas  nroins  vrai  ; & c’efl;  pour  cela  que 

Quoique  les  corps  changent,  les  vérités  de 
îéometrie  font  immuables , parce  qu’elles  ne 
dépendent  point  de  la  matière,  mais  des  no- 
tions claires  qui  font  dans  l’efprit.  Ainfi  quoi- 
qu’il n’y  ait  point  de  corps  fans  trois  diraen- 
fions , on  peut  confiderer  l’une  fans  faire  atten- 
tion à l’autre , la  longueur  Ihns  confiderer  la 
largeur,  & la  largeur  fans  confiderer  là  pro- 
fondeur, comme  l’on  regarde  la  longueur  des 
chemins  fans  faire  réflexion  fur  leur  largeur,  & 
leur  largeur  fans  penfer  à la  profondeur  de  la 
terre.  La  notion  de  la  longueur  cxclud  celle  de 
la  largeur  & de  la  profondeur , -Sc  celle  de  la  lar- 
geur exclud  celle  de  la  profondeur;  & ces  no- 
■ tions  ne  font  point  f lui  les , mioiqu’ efl-eftive- 
ment  ces  trois  choies  foient  in  livrables  ; parce 
que  dans  la  maniéré  dont  elles  font  conçues , el- 
les font  difiinguées  encequel’unceftconfide- 
rée  fans  l’autre.  Ainfi  les  Géomètres  peuvent 
ïiippofer  en  cette  maniéré  des  Etres  qui  foient 
longs  fans  être  laides , & qui  foient  larges  fans 
être  profonds  ou  épais  ; & quand  on  voudroit 
foutenir  que  ces  fuppofitions  font  entièrement 
fauflesdesconféquencesqu’onen  tire  ne  pour- 
roient  être  rejettees  comme  fauflés.  Car  par 
exemple , bien  qu’il  n’y  ait  point  de  cercle  par- 
fait dans  le  monde,il  de  évident  que  félon  qu’on 
fuppofequele  cercle  efl: une  figure  dont  la  cir- 
conférence dl  en  toutes  fes  parties  également 
éloignée  du  centre , il  faut  que  toutes  les  lignes 
tirées  du  céntre  du  cercle  à la  circonférence 
Jbient  éga’cs. 

D E- 
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Lrjre  1.  SeElion.  /. 

Définition  II. 

Le  point  éjl  ce  qui  n'a  aucune  partie. 

C’clt-à-dire,  dont  on  ne  conlidere  point  les 
parties  ; car  tout  qui  ellétendu  a des  parties. 
Or  fl  le  point  n’eft  pas  un  rien , il  ellétendu; 
ainfi  on  ne  dit  qu’il  cil  fans  parties,  que  parce 
qu’on  ne  fait  point  attention  à celles  qu’il  peut 
avoir,  &.  qu’on  le  conlidere  comme  indiviublc. 


Définition  III. 

La  ligne  efi  une  longueur  fans  largeur.  - 
C’elt-à-dirc  unc'étendue  dont  on  ne  conlidere 
point  lalargcur,  ou  qu’on  fuppofe  n’avoir  point 
de  largeur.  On  peut  concevoir  que  la  ligne  ellla 
trace ou  l’écoulement  d’un  point  qui  le  meut , 
ou  qui  change  de  place.  Il  y a de  deux  fortes  de 
lignes,  la  ligne  droite,  &la  ligne  courbe. 

Définition  IV. 

La  ligne  droite  eJl.  celle  qui  e(l  la  plus  courte  a 
qui  puiffe  être  menée  entre  deux  points  donnés. 

On  peut  dire  que  c’ell  la  trace  que  lailîé  un  • 
point  qui  fc  meut  par  le  plus  court  chemin. 


Définition  V. 

La  ligne  courbe  efl  celle  qui  n'efl  pas  la  plus  - 
courte  de  toutes  celles  qu  on  peut  mener  entre  ^ 
deuet  points. 

Il  y a des  lignes  courbes  d’une  infinité  d’efpe- 
ces,deréguliercs, &d’irrégulicres,  de  géomé- 
triques, & de  méchaniques,  mais  dont  on  ne 
pariera  point  dans  ces  Elémens.  On  appelle  li- 
gnes creufes  celles’ qui  font 
corapofées  de  deux  ou  de 
plufieurs  lignes , comme  /i 
& fi.  La  ligne  /4 faite  dç 
deux  lignes , & la  ligne  B 
faite  de  plufieurs  lignes, ne 

A 2 
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4 ' E-léftîcns  de  Géométrie. 

peuvent  être  conüderccs  comme  une  feule 
• ligne  droite.  Ainfi  pour  les  diftingucr  il  faut 
les  nommer  creufes. 

Définition  VI. 

6 La  Surface  ejl  une  étendue  longue  Çÿ  ' 
fans  profondeur. 

C’eft-à-dire  une  étendue  longue  & large, 
dont  on  ne  confidere  point  la  profondeur. 

Définition  VII. 

7 La  Surface  droite  ou  plane , ejl  celle  qui  ejl  la 
plus  courte  entre  deux  lignes  droites. 

On  peut  concevoir  qu’une  furface  droite eft 
faite  par  le  mouvement  d’une  ligne  droite. 

Définition  VIII. 

8 Surface  courbe , celle  qui  efl  plus  grande  entre 
deux  memes  lignes , qu'une  furface  droite  ou  plane. 

Définition  IX. 

9 Le  Solide  efl  une  étendue  qui  a trois  dimen- 

fions  ^ de  la  longueur  f de  la  largeur  ^ de  la  pro- 
fondeur. ^ 

Le  folidc  eft  l’écoulement  de  la  furface. 
Tout  folide  eft  un  corps  ; entant  qu’on  prend 
ce  nom  pour  ce  qui  eft  étendu , qui  a de  la 
longueur,  de  la  largeur,  & de  la  profondeur. 
Etre  étendu , & être  corps , c’eft  la  même 
chofe , lorfque  l’on  ne  confidere  dans  les  corps 
que  leur  extenfion , & qu’on  ne  fait  aucune 
attention  à leurs  qualités  fenfibles , à la  cou- 
leur, à l’odeur,  & aux  autres  qualités  qu’ils 
peuvent  avoir. 
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SECTIONII. 

De  la  longueur,  qui  eft  la  première  & la 
plus  limple  dimenfion  du  corps. 

Des  Lignes  droites,  , \ 

Propofitions  évidentes  touchant  les  lignes 
droites  , ou  Corollaires  de  leur 
définition. 

'Avertissement. 

Ces  propofitions  font  renfermées  dans  l'idée  de 
U ligne  droite  ; c'e  'î-à-dire  qu'on  ne  peut  conce- 
voir une  ligne  droite,,  qu'en  même  terns  on  n'apper- 
çoiv:  q é elle  n'efi  pas  ce  qu'on  fuppofe  qu'elle  e/i, 
fi  ce  qu'on  va  d:re  n'efl  pas  vrai.  Les  Géomètres 
fu;prjfent  toutes  ces  propofitions  fans  le  dire.  'Je  les  . 
exprime  , parce  qu'elles  feront  que  tes  notions^  de  la 
Itgne  droite , d'où  l'on  doit  tirer  la  démon ftraiion  de 
fes  propriétés , feront  plus  claires.  Ces  avis  eft  pour  ' ' 
toutes  les  propofitious  évidentes  que  je  propoferai  > 

fur  chaque  fujet  avant  les  Théorèmes  lin  y arien  de 
plus' important  que  d' avoir. des  notions  claires  èsf 
exaéles  des  chofes  dont  »n  recherche  les  propriétés, 

P R O p'o  s I a:  I O N I.  , 

LEs  extrémités  (Tjtne  ligne font  deux  points. 

Les  extrémités  de  la  ligne  X font 
qui  font  indivifibles , premièrement,  quant  à ' 
leur  longueur  ; car  fi  A avoit  deux  parties,  par 
exemple  L&  /*  ,ce  feroit  /-  qui  feroit  l’extré- 
mité. En  fécond  lieu , puifque  gp 

cette  ligne  X n’a  ni  largeur  ni  X 

profondeur,  les  deux  ex trémi-  ^ B 

tés  dç  n’ont  ni  largeur  ni  profondeur.  ^ 

A 3 Etant 
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Etant  donc  indivifibles  en  tous  fens,  ce  font 
deux  points;  * 

Proposition  II. 

11  Lorfquc  deux  differentes  lignes  fe  coupent,  leur 
feélion  efl  un  point  indh'ifible. 

La  ligne  £/- coupc  SC,  P P 

fl  elle  la  coupc  en  deux 
difFerens  points , cette  li- 
gne Kt  a de  la  largeur , ce 
qui  eft  contre  la  définition 
de  la  ligne  droite; la  fec- 
tion  de  SC  & d’E/'ell 
donc  un  point. 

Proposition  III. 

1 2 Une  ligne  menée  entre  deux  points , laquelle  s'é- 
carte d'une  part  ou  de  l'autre  d'une  ligne  droite  me- 
née entre  ces  deux  mêmes  points , eft  plus  grand:  que 
cette  ligne  droite. 

Les  lignes  courbes 


X 


Les  lignes  courbes  Zs. 

ÀCB  ÆDB  font 
plus  grandes  que  A fi,  (é  ^ 
ù.  les  lignes  creufes  A B JS  J? 

EFG  & font  ^ . - 

filus  grandes  que  S/i  C’eft  une  fuite  de  la  no- 
tion de  la  ligne  droite,  qui  elT:  la  plus  courte 
qu’on  puilfe  mener  entre  deux  pomts. 

Proposition  IV. 

13  Deuw  f oints  étant  donné on  peut  mener  une 

ligne  drtdle  de  l'un  à l'autre. 

"L’inllrument  dont  on  fe  fert  pour  mener  une 
ligne  droite  ell  une  règle.  Pour  connoitre  fi  une 
icgle.eft  bonne , on  tire  avec  elle  une  ligne,  à la- 
quelle on  l’applique  en  dificrens  fens  ; & fi  apres 
çela  on  trouve  qu’elle  convient  toujours  avec 
cette  ligne,  on  juge  qu’elle  efl  jufte.  Un  moyen 
fur  pour  mener  une  ligne  di-oite  efl  de  Ce  fervir 
, d’un 

' ♦ /up.  n.  %• 
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d’une  filet  fort  fubtil,  comme  pourroit  être 
un  cheveu;  car  après  l’avoir  tendu  entre  deux 
points  autant  qu’on  le  peut  fans  le  rompre , lù- 
îon  la  notion  de  la  ligne  droite,  il  marquera 
une  ligne  droite*  entre  ces  deux  points. 

Proposition  V. 

Une  li^ne  droite  étant  donnée  , on  la  peut  pro-  14 
hn^er.  Elle  ne  peut  être  prolongée  du  même  enté 
vers  deux  différons  points. 

On  prolonge  une  ligne  par  le  moyen  d’une 
règle. 

Proposition  VI. 


Entre  deux  mêmes  points  on  ne  peut  mener  ly 
qu'une  ligne  droite. 

Si  on  peut  mener  plu-  , - C 

fleurs  lignes  droites  en-  \ ^ ^ - 

tre  //  & antres  que  la  • “^7  B . _ 

li^e  Z,  il  faut  qu’elles  - ^ 

s’écartent  ou  vers  C ou  ^ 
vers  Z);  ainfi  elles  feront  plus  longues  que  Z, 
par  conféquent  elles  ne  feront  pas  droites 
püifqu’une  ligne  entre  /!l&  S ne  peut  être  droi- 
te, qu’elle  ne  foi t la  plus  courte  de  toutes  les  • 
lignes  qu’on  puiffe  mener  entre  ces  deux 
points.  On  ne  peut  donc  mener  qu’une  feule 
ligne  droite  entre  On  pourroit  conce- 
voir plufieurs  lignes  entre  deux  points  cou- 
chées les  unes  fur  les  autres , mais  elles  ne  fe- 
roient  qu’une  même  ligne.  Entre  deux  mêmes 
points  on  peut  mener  une  infinité  de  differentes 
lignes  courbes.  C’eft  pourquoi  lorfqu’il  s’agit 
de  mefurer  la  dirtance  d’un  point  à un  autr-e 
point , on  ne  prend  pas  pour  meûire  une  ligne 
courbe,  mais  une  ligne  droite. 

A 4 Pro 
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Proposition  VII. 

J (5  Deux  Ihries  droites  t^ui  ont  deux  points  com- 
muns , ne  font  qu'une  m:me  ligne  droite. 

La  ligne  B<.  & la  ligne ont  deux  points 
• communs,  favoir  ASati , entre leiquels  on  ne 
peut  concevoir  qu’une  ligne  droite.  Ainli  & 
iî/^  ne  font  point  deux  A B 

y'  differentes  lignes.  La^  A 

liçneiB//étantprolon-C  ■—-[—)  —P 
gee  ne  peut  aller  ail- 
leurs qu’au  même  point  C , ni  AB  ailleurs  que 
vers  D,  lorfqu’on  la  prolonge  ; partant  AD  avec 
HZ)  ne  font  qu’une  même  ligne  droite  ; car  en- 
tre C & il  n’y  a qu’une  feule  ligne  droite. 

Proposition  VIII. 

17  Donc la  pofîtion  d'une  ligne  droite  ne  dépend 
que  de  deux  points. 

Car  fi  par  les  deux  points  donnés  A&lB  l’on 
mene  une  ligne  droite,  elle  fera  celle  que  l’on 
cherche,  puifqu’on  ne  peut  mener  par  deux 
points  pluneurs  differentes  lignes  droites,  tou- 
tes celles  qui  ont  deux  points  communs  n’étant 
qu’une  meme  ligne,  par  la  propofition  pré- 
cédente. 

Proposition  IX. 

2 g Deux  lignes  droites  qui  fe  croifent  ^ ou  qui  fe 
coupent , ne  fe  peu  vent  rencontrer  que  dans  ce  feul 
point  oà  elles  je  coupent. 

Car  fi  elles  fe  rencontroient  en  deux  points, 
elles  ne  feroiént  qu’une  même  ligne,  par  la  fep- 
tieme  propoli tion;ainfi  elles  ne  feroient  pas  dif- 
ferentes l’une  de  l’autre , comme  le  font  deux 
lignes  qui  fe  croifent  & qui  fe  coupent. 
Proposition  X. 

15  . La  partie  dune  ligne  droite  , ejl  une  ligne 
droite.  ■ • 

Qui 
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Qui  dit  partie  d’une  ligne  droite , ne  dit  pas 
feulement  un  point. 


SECTION  III. 

De  la  Ligne  qui  eft  circulaire. 

Avertissement.  ' • 

L e mmbre  des  differentes  effeces  de  lignes  courbe t 
e'pant  infini , je  ne  conftdere  ici  que  la  ligne  courbe 
qui  ejl  circulaire  , laquelle  , après  la  ligne  droite  y 
eji  la  plus  fimple  la  plus  aife'e  à cennoitre. 

Defin*ition  J.  ■ 

UNI?  ligne  fur  un  plan , laquelle  n'a  ni  com-  20 
mencement  ni  fin , Çÿ  qui  dans  toutes  fies 
parties  efil' également  éloignée  d'un  même  point  y 
eft  un  cercle.  Ce  point  dont  toutes  les  parties  de 
cette  ligne  fiant  également  éloignées  , s'appelle  le 
centre  du  cercle. 

Concevons  que  dans  la  ligne  ÀD  l’extrémité  ' 
À eft  immobile , pendant  que  B l’autre  extrémi* 
té  tourne  ; fî  B laifle  une  trace, 
ce  fera  un  cercle  dont  toutes 
les  parties  font  éloignées  du 
point  A d'un  intervalle  égal; 
lavoir  ÀB.  Ainfi  A eft  le  cen- 
tre. Cette  maniéré  dont  un 
cerle  fe  fait  eft  li  uniforme,  qu’on  ne  peut' 
concevoir.aucune  différence  entre  toutes  fes. 
parties. 

' Définition  II. 

Le  cercle  , conjideré  comme  sine  fiurfiace  ^ en  eft 
une  au  dedans  de  laquelle  il  y a un  point  égale- 
ment éloigné  de  fies  bornes. 

. ' A J . D e.- 
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Définition  IV. 

23  Les  lignes  qui  traverfent  la  furface  d'u»  cercle 
y pajj'ejit  par  le  cenf-re  , s'appellent  diamètres. 


Définition  V. 

24  Les  lignes  qui  partent  du  centre  fe  termi- 
nent à là  circonférence , fe  nomment  rajons , oh 
demi- diamètre  s . 

ylis  dt  un  rayon  du  cercje  X.  \_fig-fup . »•  2.0.] 

• Définition  VI. 

25  Les  lignes  qui  fe  terminent  à la  circonférence 
fans  Pajjer  par  le  centre  ^ ou 
qui  font  men'es  d'un  point 
de  la  circonférence  à un  au- 
tre de  fes  points  , fe  mm- 
trient  cordes. 

X dt  une  corde  du  cer- 
eje  A’.donc  B qui  palTe  par 
le  centre  efl:  le  diamètre. 

DeFIIiîITION  VII. 

25  La  partie  de  la  circonférence  qui  fe  trouve  entre 
tes  extrémités  cLune  corde  , s'appelle  arc. 

' Lorftju’une  corde  corninc  clt  A dans  le  cercle 
A'/çe  pafle  pçis  par  le  centre , il  y a deux  por- 
tions 4.C  cirÆonrerence , qui  le  terminent  aux 
extrémités  de  .cette  corde,  l’une  plus  grande, 
l'autre  plus  petite.  Quand  on  parle  de  la  corde 
. d’un  arc  , fi  l’on  n’ajoute  afitrc  chofe,  on  en- 
tend l’arc  qui  n’eft  pas  le  plus  grand. 

D E F I N i T I O N y I i I. 

27  Toute  circonférence  fe  cpnpdt  divifée  en  trois- 
cens-foixante  partus  égales , qui  fe  mrament  dsg>  éf. 

Définition  IX. 

28  Çhaque  degré  fe  divife  en  fixante  minutes  , ou 

. ‘ pe~ 
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petites  parties  ^ qu'oie  appeile  premières.  Chaque  . 
minute  OH  première  en  foi  Xante  fécondés  ^ ^ chu’ 
que  féconds  en  foixaate  tierces  : (ùnji  ù l'if^ni. 

Définition  X. 

Cercles  concentriques font  ceux  qui  font  décrits  29 
dé  un  même  centre.  Excentriques , qui  n'ont  pas 
même  centre. 

Z & A'qui 
ont  poui' 
centre  le 
même  point 
Z,  font  con- 
centriques , 

& les  cercles 
£ ik  /*  , qui 

ont  pour  centres  D à.  B deux  points  differen»  > - 
font  excentriques. 

Propofîtions  évidentes  touchant  la 
ligne  circulaire. 

Avertissement. 

Toutes  ces  propofitiosts  font  des  cvnfiquenees  clat^ 
rts  de  la  définition  du  cercle. 

Proposition  L 

Un  intervalle  étant  donnée  on  peut  décrire  une  30 
dr conférence.  Eucl.  Liv.  I.  Pr.  2.  &3.  Liv.  IV. 
Prop.  i . ' 

L’inftruraent  dont  on  fe  fert  ordinairement 
pour  décrire  un  cercle , efl  un  compas  ; avec  le- 
quel on  peut, comme  il  eft  évident,prendre  une  ^ 

ligne  é^le  à une  autre  ligne  donnée  ; & de  deux 
lignes  inégales  retrancher  de  la  plus  grande  une 
ligne  égale  à la  plus  petite.  Ce  qui  fait  la  deu- 
xieme & la  troifieme  propofition  du  premier 
d’Euclide,  & la  première  du  quatrième. 

A d*  Pro- 
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'Proposition  IL 

21  Dam  un  mime  cercle  ou  dam  les  cercles  é^aux^ 
les  arcs  égaux  ont  des  cordes  égales^  ^ les  cordes  éga^ 
les  font  us  cordes  d'arcs  égaux.  Eucl.  III.  Pr.  24. 

C’eft  une  fuite  de  la limplicité&  uniformité 
du  cercle;  toutes  fes  parties  étant  faites  de  mê- 
me manière,  on  ne  peut  concevoir  aucune 
difierence  entre  elles. 


Propositio  n III. 

22  Dans  les  mimes  cercles , on  dans  les  cercles  égaux., 

les  plus  grandes  cordes  foutiennent  les  plus  grands 
arcs , les  plus  grands  arcs  ont  de  plus  grandes 
cordes.  Eucl.  III.  Prop.  28  & 29. 


Proposition  IV. 

22  Des  arcs  d'un  tare  il  nombre  de  degrés  font  plus 
grands  dans  les  plus  grands  cercles , ^ plus  petits 
dans  les  plus  petits  cercles. 

Cela  efl;  évident,  car  les  parties  d’un  plus 
Srand  tout  doivent  être  plus  grandes.  La  cen- 
tième partie  d’une  toife  eft  plus  grande  que  la 
centième  partie  d’un  pied. 


.^4 


25 


Proposition  V. 

Les  arcs  d'un  pareil  nombre  de  degrés  ont  de' 
plus  grandes  cordes  dans  les  grands  cercles , ^ de 
plus  petites  dans  les  plus  petits  cercles. 

-C’efl;  encore  une  fuite  de  la  fimplicité  & 
uniformité  du  cercle.  Tout  doit  être  plus 
grand  dans  un  plus  grand  cercle , le  diamètre, 
le  rayon  & la  corde  de  tel  & tel  degré. 

Proposition  VI. 

Le  diamètre  coupe  le  cercle  en  deux  parties  éga- 
les , a[ni  s'appellent  demie  circonférence.. 

On  ne  pourroit  concevoir  que  le  cercle  fût 
uniforme  en  toutes  fes  parties,  ficela  n’étoit 
vrai. 

Pro- 
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Proposition  VII. 

‘Toutes  les  lignes  tirées  du  centre  à la  circonfe-  3^ 
rence  étant  égales , tous  les  rayons  étant  égaux  : 
celles  qui  font  plus  petites  que  les  rayons  , ont  leur  , 
extrémité  au  dedans  du  cercle  : fi  elles  font  plus 
longues , elles  Pont  au  dehors  : fi  égales , dans  la 
circonférence  même. 

Cela  ell  évident , puifque  la  circonférence 
eft  en  toutes  Tes  parties  également  éloignée 
du  centre  de  l’intervalle  du  rayon. 

Proposition  VIII. 

Les  cercles  font  égaux  dont  les  rayons  font  égaux.  37 

C’eft  la  longueur  du  rayon  qui  fait  que  le  ' 
cercle  eft  plus  grand  ou  plus  petit.  ' 

Proposition  IX.  » 

Deux  cercles  qui  ont  un  même  centre  ^ un  38 
même  rayon , ne  Jont  pas  dtfferens. 

Comme  deux  lignes  droites  entre  deux  mê- 
mes points  ne  font  qu’une  ligne. 


SECTION  IV.  V 

De  la  differente  pofition  de  deux  lignes 
droites  au  regard  l’une  de  l’autre. 

Avertissem  ent. 

Deux  lignes  droites  ne  peuvent  être  difpofées' 
qu'en  ces  trois  maniérés  ; ou  elles fe  rencontrent.,  ou 
elles  fe  coupent.,  ou  elles  ne  fc  rencontrent  point. 
Quand  elles  fe  rencontrent .,  elles  le  peuvent  faire 
de  forte , que  P une  panche  plus  vers  un  côté  que 
vers  Poutre , ou  qu'elle  ne  panche  pat  plus.  On 
cttfidere  ici  ces  trois  pofitions, 

DES  LIGNES  PERPENDICULAIRES. 

Définition. 

U Ne  ligne  qui  tombe  fur  une  autre  ligne , ou  «« 
qui  la  coupe  de  forte  qu'elle  ne  panche  pas 

A 7 . 
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plus  vers  un  côte'  de  cette  lij^ue  tfu'elle  'coupe  que 
vers  l'autre  y s'appelle  perpendiculaire. 

Propoütions  évidentes  touchant  les  lignes 
perpendiculaires. 

Avertissement. 

“Je  ne  fais  ces  propofitions  qu:  pour  rendre  plus 
dtfUndie  la  notion  , que  la  définition  précédente 
vient  de  donner  de  la  lipne  perpendiculaire. 

Proposition  I. 

- 40  Une  ligne  to,nbant 
fur  le  milieu  d'une 
autre  ligne  , fi  fon 
fommet  ejl  également 
éloigné  des  extrémi- 
tés de  celle-ci , elle  ne 
paxebe  pas  plus  d'un 
côté  que  (TatUreyainfi 
elle  e/l  perpendicu  ^ 
laire. 

AE  tombe  fur  £ le  milieu  de  BD.  Si  A fon 
fommet  eft  également  éloigné  des  extrémités  B 
& D de  la  ligne  BD , elle  eft  perpendiculaire  fur 
IW.  C’eft  une  fuite  de  la  notion  de  la  ligne  per- 
pendiculaire que  donne  la  définition  précédente. 
Proposition  II. 

. J Si  deux  points  dans  une  ligne  font  également  dif- 
^ tans  des  extrémités  de  la  ligne  fur  laquelle  elle  tombe  y 
chaque  point  de  cette  première  ligne  fera  également 
difiant  des  mimes  extrémités  de  la  feioade  ligne. 

Si  les  deux  points /^&£  de  la  ligne //£lont 
également  diftans  de  £ & de  D , tous  les  autres 

S oints  de  feront  également  diftans  de  B & 

c D.  Ceft.unc  fuite  de  ce  que  la  pofition  d’une 
ligne  droite  ne  dépend  que  de  deux  points.  On 
ne  peut  concevoir  que  quelque  point  dans  la  li- 
. . - gne 
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gne  AE  foit  plus  près  de  B que  de  D , qu’on  ne 
conçoive  que  ALÏq  courbe  en  ce  point  du  côté 
de  B ; & qu’ainfi  elle  n’eft  pas  une  ligne  droite , - 
cwnJDc  on  le  fuppofe. 

Proposition  III. 

Dans  une  perpendiculaire  ^ft  T un  de  jes  points  efl  42 
d^alemcnt  éloigné  de  deux  autres  points  de  la  ligne 
fur  latjuelle  die  ejl  élevée.,  tous  fes  autres  points 
font  également  élo  gnës  de  ceux-ci. 

Si  AE  Cil  perpendiculaire  fur  BD  & oue  l’un 
de  les  points  A ou  £foitégalciientdilbntde 
B & de  /J , l’autre  fera  également  éloimé  des 
mêmes  points  B ^ D-  Car  fi  A efl  également 
diflantdc  S&Z) , & que  £ ne  le  foit  pas,  alors 
AE  panchera  plus  d'un  côté  que  d’autre  ;ainfi 
elle  ne  fera  pas  perpendiculaire,  contre  la  fup- 
pofition  qu’on  fait  qu’elle  l’ed. 

Proposition  IV. 

Pour  démontrer  donc  qu'une  ligne  ejl  perpendi-  .n 
culaire  fur  uns  autre  , « fuffet  de  faire  voir  que 
deux  de  fes  points  font  chacun  en' égale  diftancede 
deux  points  de  celle-ci.  ^ 

Pour  démontrer  quc/f£eflperpendiculaire 
fur  BD, il  fuffit  de  prouver  que  les  points  A^E 
font  chacun  également  éloignés  de  B fie  de  D. 

P R O P O s I T I O N y. 

Le  prolongement  d' une  ligne  perpendiculaire  fur  44 
une  autre  ligne , efl  une  perpendiculaire  fur  celle-ci. 

AE  efl  perpendiculaire  fur  BD  ; Ion  prolon- 
gement *£C  efl  perpendiculaire  fur  BD;  car  ce 
n’eft  qu’une  même  Iiotc  droite , & l’on  ne  peut 
pas  concevoir  la  choie  autrement , à moins  que 
Ad  ne  fe  courbe  vers  B ou  vers  D. 

Proposition  VI. 

Deux  lignes  font  perpendiculaires  funé  fur  4^ 
f autre,  fi  fune^  l*ejl  fur  f autre.  . 

* Voy.  la  Fig  fuivânte. 
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Si  AC  eft  perpendicu- 
' ]airefurfi^,laligneZiZ> 
eft  perpendiculaire  fur 
AC.  On  ne  peut  conce- 
voir que  B panche  plus  B 
vers  A que  vers  C, qu’en 
même  tems  on  ne  con- 
çoive que  D panche 
plus  vers  C ; & cela  é- 
tzsxt,A  panchera  plus  vers  B quéversZ),car 
cela  eft  réciproque.  Ainfi  AE  ne  feroit  pas  per- 
pendiculaire fuP6/),contre  la  fuppofition.  BD 
eft  donc  peipendiculaire  fur  AC , comme  AC 
eft  perpendiculaire  fur  BD. 

PROBLEME  I. 

45  D'uh  point  donné  hors  d'une  ligne  tirer  fur  elle 
une  perpendiculaire.  Eucl.  I.  Prop.  12. 

Du  point /C  hors  de 
la  lignez  il  faut  tirer  u- 
ne  peroen  iiculaire  fur 
7.-.  lo.'De  K comme 
» ♦entre  je  décris  l’arc 
J3C»  ainfi' S & C qui 
font  dans  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  & 
dans  la  ligne  Z , font 
également  éloignés  de 
A.  2°.  De  C comme 
centre  & de  l’intervalle  CK  je  décris  un  cercle, 
& du  point  B un  fécond  du  même  intervalle. 
Ces  deux  cercles  fe  coupent  aux  points  K &.Ü 
quifontainfi  également diftans de ô (SedeC.^». 
Par  K &.D]e  mene  une  ligne  droite,  dans  la- 
quelle les  deux  points  K&cu  étant  par  la  conf- 
truftion  également  éloignés  de  J3  & de  C , il 

. ' faut 
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ftut, comme  on  l’a  dit*,quc  cette  ligne'iCDfoit 
perpendieulaire  fur  Z ;ce  qu’il  faloit  faire. 

PROBLEME  II. 

Sur  le. point  donné  d'une  li/Ke  élever  une  perpen- 
diculaire. Eucl.  I.  Prop.  I i . 

Soit  A’ un  point  dans  la  ligne  Z.  Il  faut  clevef 
fur  elle  au  point  K 
une  perpendiculaire. 

1°.  De' A comme 
centre  je  décris  un 
cercle  qui  coupe  Z , ‘ 
en  deux  points,  qui  ^ 
font  ici  /I  &.  B.  2°.  »* 

De  ces  desx  points L 

A ^ B comme  cen-  A K B 
très,  je  décris  deux  autres  cercles  d’un  même 
intervalle  pris  à difcretion,de  forte  que  ces  deux 
cercles  fe  coupât.  Je  fuppofe  que  çe  foit  au 
point  D.y.  J e mene  de  ce  point  D une  ligne  au 
point  A , qui  efl;  la  peipendioulaire  que  Ton 
cherche.  Car  par  la  conftruêlion,D  elt  égale- 
ment éloigné  de  A Scûe  B , dont  le  point  A 
efl:  auffi  également  éloigné  par  la  conftrutlion 
ainfi  cétte  ligne  ayant  deux  de  fes  points  égale- 
ment élofenés  de  A Sc  de  B y elle  eftr  perpen- 
diculaire lur  Z.  f. 

Lorfcjue  le  point  donné  eji  fur 
r extrémité  de  la  ligne  donnée , 
com::.e  efl  h.  je  prends  à 
cretiun  le  point  Mouvra 
empas  de  l'intervalle  AC  je  dé-\ 
cris  un  cercle , y je  mene  le 
diamètre  BD,  ^ du  point  de 
feélion  D , je  tire  une  autre  li- 
gne au  point  A , ffa;  fera  la  perpendiculaire  qu'on 

VOH- 

- 4j. 
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vouloit  élever  : ce  tjiéon  ne  peut  démontrer  en  ce  lieu, 

C O R O L L A I B-  E. 

48  De~là  nous  apprenons  comment  Ion  peut  couper 
une  ligne  en  deux  parties  égales.  Lucl,  1. 1 r.  10. 

Soit  AB  ünelignetlroite  ; de  //  oc  de  com- 
me centres,  je  fais  d’un  même  intervalle  pris  a 
■ difcretion  deux  cercles  C 

qui  recoupent  en  C&.D , 
par  o'i  je  mène  une  ligne 
qui  eil  perpendiculaire  fur 
AB  ,*  puifque  £)  & C font 
également  éloignés  de  A 
& de  fl , O r le  point  E com- 
mun aux  deux  lignes  DO 
& /f  fl , e(l  également  éloi- 
gné de  /^(Sc  de  flt,ainfi  A E 
elt  égal  k EB\  par  confé- 
quent  la  ligne  AB  cft  coupée  par  la  moitié. 

TheoremI  I. 


49  On  ne  peut  élever  fur  un  même  point  dans  une 

« ligne  plus  d'une  perpendiculaire. 

A ü eü.  perpenoiculaire  fur  la  ligne  B C.  U 
faut  démontrer  qu’on  ne 
peut  élever  fur  le  point  A 
une  autre  ligne  qui  loiî  per- 
. pendiculaire:  que  par  exem- 
ple AE  jSc  toute  autre  ligne 
ne  le  peut  être. 

De  //  comme  centre , je  décris  le  cercle  BFÛ 
EGC.  Amfi  B & ff  font  également  diftans  de  A.  - 
Et  D oîi  ce  cercle  coupe  -ïa  perpendiculaire  eft 
également  éloigné  de  fl  & de  C.  4-  Donc  DB  = 
D C , ainfi  les  deux  arcs  B ED  C G D font 
égaux  4 , par  conféquent  Z)  eft  le  milieu  de  l’arc 
Bt'üEGC.  Si  EA  eft  jaerpendiculairejpar  les 

mê- 

^ fuf.n.^1.  ^ ^ fup.  *■  n. 
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mêmes  raifonsB£=C£&B/'/-)f=:C(?£;par 
conféquenc  L eftaufli  le  milieu  de  BFDL(jC  ^ 
ainfî  bFD  = BFÜI.  ce  qui  efl;  abfurde. 

Th  ECREME  II. 

Une  ligne  tombant  ferpendiculiirement  fur  le  mi-  5® 
lieu  d’une  autre  ligne  ^fa^c  par  tous  les  points  égale- 
ment éloignés  des  extrémités  de  cette  autre  ligne. 

La  ligne  AD  tombe  perpendiculairement  fur' 
milieu  de  BC.  11  faut  prouver  qu’elle palTc 
par  tous  les  points  également  éloignés  de  B & 

C .les- extrémités  de  BC.  Si  on  le contefte & 
qu’on  veuille  dire  que  le  point  E . par  où  AD  ne 
paflé  pas , eft  également  éloi-  ^ 
gnéBeB  & de  C, de  ce  point  ^ ^ 

loit  mené  une  ligne  droite  au 
point  A , qui  fera  perpendicu- 
laire fur  BC.puifqu’eri  deux  de 
ces  points  W & £ ,’elle  eft  éga- 
lement éloignée  de  S & de  C*. 

Or  il  ne  fe  peut  faire  par  le 
Theorême  précédent, que  fur®  ' 
le  point  A ,\\  y ait  deux  per- 
pendiculairestil  n’eft  donc  pas  vrai  que  lepornt 
£ foit  également  éloigne  de  B & de  C. 

'TheoRtEme  II  !• 

On  ne  peut  mener  d'une  perpendiculaire  5^ 
tTun  meme  point  fur  une  même  ligne. 

La  ii gne  AD  tombe  perpendiculairement  fur  - 
le  miliiCii.de  la  ligne  BC , - * 

je  dis  qu’on  ne  peut  du  3) 

mêmepointDmenei"  une 
autreperpendiculaire  fur 
BC;  car  cette  ligne  tom- 
beroit  de  part  ou  d’autre 
de/^;quecefoiten£:  A-  E 


B 


lors  le  poijjt  £ eft  également  diftant  de  B & de 

' * fup.  n.  43»  ^ • 
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C * donc  BE  eft  moitié  de  cette  ligne.  Mais 
ÀB  en  cil  auffi  la  moitié , ainfi  Bd-=:Bi^  ,cc  qui 
eft  abfurde.  Donc , &c. 

T H E O R E M E I V.  , 

52  Dans  UM  plan  ^ deux  lignes  ({ui  font  perpendtcu-  , 
laires  fur  une  troifierne , ne  fe  peuvent  rencontrer. 

Car  fi  elles  le  rencontroient  ou  fe  coupoient , 
du  point  de  cette  rencontre  ou  feélion  il  y au- 
rait deux  perpendiculaires  fur  la  même  ligne; 
ce  qu’on  vient  de  démontrer  iinpofiible. 

Avertissement." 

L'on  mefure  -la  dtfance  d'un  po;nt  a une  ligne 
par  une  perpendiculaire , par  je  cfue  c'e^  la  mefure 
la  plus  fimple  tsf  la  fl»t  confiante  ; puif  ju' on  ne  - 
peut  mener  d'un  point  à une  ligne  qu'une  feule 
perpendiculaire , Ç5'  qu'outre  cela  elle  e/l  plus  cour- 
te que  toute  autre  ligne  qu'on  puiffe  tirer  du  me- 
me point  à la  même  ligne  ^ comme  on  le  va  faire 
•voir  dans  le  ‘Théorème  fuivant. 

TheoremeV. 

53  La  perpendiculaire  e/l  la  plus  courte  de  toutes  le  s 
lignes  qu'on  pui(fe  mener  d'un  point  à une  ligne. 

La  ligne  B A eft  perpendicu- 
laire fur  Z , il  faut  démontrer 
qu’elle  eft  'la  plus  courte  de 
toutes  les  lignes  qui  puilTent 
être  menées  du  point  B fur  la 
ligne  Z 

, Prolongez  B/^jufqu’en  C,  en 
forte  que  B A foit  égal  à AC  ; la 
ligne  L)  A eft  perpendiculaire 
fur  BC  comme  BC  VtMwxAD 
f . Le  point  D eft  donc  égale- 
ment éloigné  de  6 & de  C t » 
ainfi  B/J  eftégalà/)C;maisla  ' 
ligne  droite  B C eft  plus  courte  que  la  ligne  ' 

Bü 


B 


Digilized  by  Google 


Livre  /.  SeSîîon  IV.  2i 

B D DC  *.  Par  conféqucnc /} B , moitié  de 
i^CjCftplus  courte  quc6Z>moitié  àcBD—^DC-. 
ce  qu’il  faloit  démontrer. 

C’eji  une  fuite  de  la  nature  de  la  perpendicu- 
laire , qui  ne  s'écartant  point , ^ s'éloignant  éga- 
lemAtt  des  extrémités  de  la  ligne  , fur  le  milieu  de 
laquelle  elle  tombe  ^ va  par  le  chemin  le  plus  droite 
^ par  conféquent  le  plus  court. 

DES  LIGNES  OBLIQUES. 
Définition  I.  ' 


Les  lignes  qui  panchcftt  plus  vers  un  côté  que  jq. 
vers  P autre  de  la  ligne  qué  elles  rencontrent , s'aff- 
pellent  obliques. 

D E,  F I N I T fo  N JI. 

BC  efl  une  ligne  oblique  fur'Z.',  ayant  mené  de  ^ 

[on  extrémité.,  la  perpendi-  ^ ^ 

culaire  AB , la  ligne  AG  -S 

entre \.,pied  de  laperpendi- 
culaire  , y C le  pied  de  /’p- . 

. bli^ue , ell  P éloignement  du 
perpendiculef^ cet  éloigne- 
ment eft  la  mefure  de  l'obli- 
quité deVoÇô.  Ainfi  une  li-  Ç 
gne  e/l  plus  oblique , lorfque 
fon  éloignement  du  perpendicule  eft  plus  grand. 

L E M M E I. 


Deux  ligney  droites qui  ont  fur  elles  chacune  une 
, perpendiculaire , étant  pofées  l'une  fur  l'autre , de  ^ 
forte  que  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  fomtt  l'un 
fur  l'autre , ces  deux  perpendiculaires  conviendront» 

A 8 cd  perpendi-  ^ 

culaire  fur  Zsà.-î»  fur  \o  (B 

X.  Il  faut  prouver 
que  fl  l’on  pofe  X fur 

Z de  forte  que^foit 

^ mis  fur  A^  les  deux  ^ 


l 


* 
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perpendiculaires  /f conviendront.  Car 
puifqu’après  cette  fuperpoütion,  Z &.  X ne 
l'ont  plus  qu’une  ligne,  /JB  fera  perpendicu- 
laire fur  l’une  & fur  l’autre,  comme  auflî  aùi 
Donc  fl  AB  é£ab  ne  convenoient  pas , il  y au- 
roit  deux  perpendiculaires  fur  une  même  ligne 
au  même  point  ; ce  qui  ell  impoflible.  * 

L E M M £ II. 

57  Si  des  extrérnitez  d’hutte  ligne  l* on  en  mene 
quatre  autres  , dont  deux  fe  joignent  dans  un 
point  plus  proche  de  la  ligne  donnée  que  les  deux 
autres , je  dis  qUe  la  fomme  des  deux  dernieres 
fera  plus  grande  que  la  fomme  des  deux  autres. 
Eucl.  I.  prop.  21. 

Soit  la  ligne  donnée  BC , & des  * ( 
points  B éiC  foient  menées  les 
deux  lignes  BD,CD,lk  les  deux 
' autres  CE.  Jedis queBE— t- 
CE eltplus grande  queUD~\-CD.  ri 
ï°.  La  ligne  droite  entre  deux^ 
points  étant  la  plus  courte,  f CÊ—f  EG  efl  plus 
grand  que  CL)  — OG , & par  la  même  raifon 
B G -+  G D eft  plus  grand  que  B D.  Donc 
C£— f GD — h BG  eft  plus  grand  que 
CD-\-DG-\-BD.  Otant  de  part  & d’autre  Z)G, 
félon  l’Axiome  7.  le  refte  CE— (- /-'G -f  B G ou 
C£—hEB  fera  plus  grand  que  BO  -f  DC  ; ce 
qu’il,  faloit  prouver. 

# THEOREME  I. 

58  S’il  y a égalité  dans  U perpendiculaire  Çjf  dans 
V éloignement  du  perpeudicule , les  lignes  obliques^ 
font  égales. 

AB  eft perpendiculaire  fur  AC  .,^ab  fur  ac. 
Ces  deux  peipendiculaires  font  égales  ; comme 
auffi  AC  éloignement  du  perpendicule  //B  eft 

éga^ 

'■  ' * fup.n,^9,  ^ fup.  n.iz. 
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égal  àac  cloignemcntdu ^ 
pcrpendicule  a b.  Il  faut  ' 
prouver  que  BC 

Par  le  premier  Lcm- 
me,ayantpofé.v£:  fur/VC 
deux  lignes  cgalcs,laper- 
pendiailaire  «i- convien- 
dra avec  la  perpendiculaire /^B,  qui  étant  éga- 
les , b conviendra  avec  B , & c avec  C ; ainfl  b c 
avec  B C ; ce  qu’il  faloit  démontrer. 

Theqreme  II. 

Les  lignes  obliques  menées  du  même  point  aune  59 
mime  ligne  font  plus  longues  ■,  fi  elles  font  plus 
.e'ioignées  de  la  perpendiculaire'. 

Il  faut  prouver  cmeB  t eil  plus 
longue  que  BD.  Pour  cela  foit 
prolongé  B d jufqu’à  C , de  forte  | 

que  dB=:  IC.  Alors , *BD=DC  A 
t^BL=:tC.  OrBii-l-BCefl: 
plus  grande  que  BZ^-t-DCparle 
II.  Lemmc  : Donc  B £ moitié  de 
B E—^EC  eft  plus  grande  que  BD  moitié  de 
BD—^DC,  félon  l’Axiome  neuvième. 

Theoreme  III. 

Une  ligne  oblique  efl  plus  grande dont  la  per-  <5^0 
pendtculaire  , ^ l'éloignement  du  perpendicule^ 
font  plus  grands  fi  l' éloignement  dsi  perpendi- 

cule  eji  le  mime\fi  l'oblique  plus  grande  la  per- 
pendiculaire efi  plus  grande. 

Soient  lo.  BC&Z)£t  deuxlignesobliques, 
la  perpendiculaire  AB  eft  plus  grande  que  AD  ; ■ 
à.  AC  l’éloignement  du  pcrpendicule  de  B//, 
eft  plus  grand  que  celui  de  DA:  je  dis  que 

r.obliquc  BC  eftplusgrande  que  l’oblique  DEC 
Car  par  le  Théorème  précédent , AB  eft  plus 
grande  que  BE-,  Sc  puifque eft  perpendi- 
îl.  t Voy.  laFig.  fuiv’  CU- 
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.culairc  fur  AB^  par  le  même 
Théorème, BEeftplus  grande 
que  i)£;par  conléquent  BC 
plus  grande  que  B É,  fera  en- 
core plus  grande  que  DE. 

20.  y/fiellle  même  éloigne-  , 
ment  : je  dis  que  fi  B £ eftplus  C 
grande  que  ZJ£  .laperpcndi- 
culaire  AB  eftplus  grande  que  la  perpendicu- 
laire AD.  Car  il  AD  écoitplus  grand  que  AB , 
ou  égal,  alors  par  le  précédent  Théorème,  ou 
par  le  premier,  BE  feroit  plus  petit  que  D£, 
ou  égal  l’un  & l’autre , contre  la  fuppoütion 
qu’on  fait  que  B'E  eft  phis  grande. 

T H E O R E M E IV. 

S'il  y a égalité  dans  la  perpendiculaire  ^ dans 
la  ligne  oblique , il  y a égalité  dans  l'éleignement 
■du  perpendicule. 

Soit  AB-=:ab , & BC=:'>c.  Il  faut  prouver  que 
AC^ac.  Ayant  pofé  ab  fur  dB , ces  deux  lignes 
égales  conviendront  entièrement  ; & par  le  pre- 
mier Lcmme,  la  per-  / 

pendiculaire  ac  con- 
viendra  au  moins  en 
partie  ave  la  perpen- 
diculaire AC.  S\  AC 
^ac,&.  qu’ainfi c ne 
convienne  pas  avecC, 
mais  avec /3 .alors  ^ f j, 

conviendra  avec  BD;  niais  ,je 

oui  eft  contre  ce  qu’on  luppolc  B C -bt.  Un 
auroit  conclu  une  égale  a’ofurditc , fi  avoit 
été  luppofée  plus  grande  que  ac.  \ artant  il  faut 
que  AC=.acj  ce  qu’il faloit  démontren^^^^ 


•f  Cup.  K,  S9t 
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T H E O R E M E V. 

y ^ dans  la  liasse  oblique  , Çÿ  dans  <52 

r éloigné-, nent  du  perpendicule , les  perpendiculai- 
res Jont  égales. 

Soit  /iC=zic , & BCepbe.  Il  faut  prouver  que 
AB=ub.  Soit  pofé  ac  (ür  dC  f ces  deux  lignes 
égales  conviendront , & la  perpendiculaire  ab 
avec  la  perpendiculaire  dB,,m  moins  en  partie, 
parlepremierLem- 
me*.  Si  l’on  dit  que  jy,  % 

yi? B :< , & qu’ainli  u [ ‘ 
b convient  avec  O , 
alors  bc  conviendra 
avec  DC , ainfi  lui 
fera  égale,  & partant  A 
DC  plus  gi-ande 
que  BC,à  qui  on  la  fuppofe égale.  Onauroit 
auüj  conclu  Une  égale  abfurdité,  li  Aj  avoit 
été  fuppolée  plus  grande  que  ab.  Il  faut  donc 
que  «/.  convienne  entièrement  avec  ,i  B , & 
qu  ainfl  AB-e^jb;  ce  qu’il  falloir  prouver. 

DES  LIGNES  PARALLELES.  - 

De  finition. 

Deux  lignes  droites  qui  font  egale-ment  difla-n-  ^ 
tes  l une  de  l'autre  dans  toutes  leurs  parties,  font  '' 
dites. parallèles.  _ » 

Propofitions  evidentés  touchant  les  li- 
gnes parallèles.  i 

Avertissement. 

Ces  Propofitions  font  des  Coroliaues  de  la  DJ* 
fi-nition  désalignés  parallèles.  ' "■'k 

B ‘.-V  V Pro- 

*«  ftf*  tA/*  n.  59*  * ' V,  • ' 


I 
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Proposition  I. 

Utie  ligne  droite  qui  ejl  egalement  éloignéeee» 
deux  de  fcs  points  d'une  autre  ligne  droite^  e/l 
para  lele  à cette  ligne. 

Caria  politioni  d’une  ligne  droite  ne  dépend 
que  de  deux  points;  ainfi  ces  deux  lignes  étant 
également  éloignées  l’une  de  l’autre , elles  font 
parallèles  félon  la  définition. 

Proposition  II. 

Les  perpendiculaires  entre  deux  parallèles  font 
égales. 

- Ces  perpendiculaires  font  la  mefure  de  la 
diftance  de  ces  deux  parallèles , qui  étant  par- 
tout la  même,  font  égales. 

Proposition  III.  • 
Deux  lignes  parallèles  étant  prolonge'es  à l'in- 
fin: y ne  fe  rencontreront  point. 

Car  elles  ne  peuvent  fc  rencontrer  qu’elles 
ne  s’approchent  d’un  côté  ; ainfi  elles  ne  font 
plus  dans  la  même  diftance  ; par  conlcauent  el- 
les ne  font  plus  parallèles, ainli  qu’on  le  liippofc. 

P R O P O ’s  I T I O N IV. 

Deux  lignes  droites  qui  ne  font  pas  parallèles , 
mais  qui  s' approchent}' lus  d'un  côté  que  d'un  autre^ 
fe  rencontrent  enfin , -fi  on  tes  proloH/e  aj}'ez> 

Cela  eft  évident 

■A  V E *R  T I s s E "M  E "N  T. 

Cela  ite  fe  doit  entendre  que  des  lignes  droites  \ 
can  il  y a des  lignes  courbes  dont  la  nature  efl  tel- 
leqù'  il  y a des  lignes  droites  qui  s'en  approchent 
■toujours  fins  jamais  les  rencontrer , comme  on  le 
dcmrntre  ; és/  etts  lignes  aroites  s'appellent  les 
rlf'pmptotes  de  ces  courbes. 

J’  R O P O S I T I O N V. 

Deux  lignes  qui  font  perpendiculaires  fur  une 
même  ligne , font  parallèles  entre  elles. 

Car  ces  deux  perpendiculaires  ne  fe  rencon- 
tre- 
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treront  jamais  *.  Or  fi  elles  n’étqient  pas  paral- 
lèles , elles  le  rcncontreroicnt , félon  la  Propo- 
fition  précédente  ; elles^ontdonc  parallèles. 

L E M M E I.  " 

Entre  deux  parallèles , les  lignes  ferpendiculai-  6g 
s fur  Pune  le  font  fur  i autre. 

Si  AB  perjrendiculaire  fur  A",  ne  l’efl:  pas  fur 
7. , donc  Z ne  l’ell  pas  Ji  c 

fur/i?/i  *>;ainfi  étant  in-* 
clinée  fur  cette  ligne 
AB  , elle  s’approchera 
ou  d’un  côté  ou  d’autre- 
de  la  ligne  A",  de  la  ren-  A‘ 
contrera ‘'r  par  conféquent  elle  ne  lui  efi:  pas 
parallèle,  contre  la  fuppofition  qu’on  fait  qu’el- 
le l’efi. 

L E M M E II-  . 

ha  ligne  h.^  ne  peut  être  perpendiculaire  fur  TL  7® 
X , que  ces  deux  lignes  ne  (oient  parallèles. 

Car  ces  deux  lignes  font  réci- 

proqueiflent  perpendiculaires  lur  AB  ; partant 
elles  font  parallèles  ®. 

^ L E .M  M E 1 1 I. 

Si  entre  deux  lignes  droites  font  deux  autres  71 
l'gnes  droites  égales -dont  P une  ejl  perpendicu- 
laire fur  la  première  ^ P autre  fur  la  fécondé 
dis  que  ces  deux  premières  lignes  font  pamlleles. 

Entre  Z &.  X font  AB  & 

C'Z)  deux  lignes  égales,  dont  E B E 
ABed  perpendiculaire  fur  X 
& CD  fur  Z : je  dis  que  Z & 

X font  parallèles. 

Car  fi  Z n’efl  pas  parallèle' 
à X , eUe  s’en  éloignera  ou 

B 2 s’en 

b/upyH.^s,  c/up.n,i7, 


Digitized  by  Google 


2 g ' , Elêmens  de  Géométrie 

s’en  approchera  : on  montrera  que  l’im  & l’au- 
tre cft  abfurde  ; ainfi  il  faut 
qu’elles  foient  parallèles. 

1°.  Si  oiTTuppofe  qu’elle 
s’éloigne,  ayant  du  point  A , 
tiré  AE  perpendiculaire  fur 
Z * , alors  fl  cette  perpendi- 
culaire convient  avec  a B, Z 
& X feront  perpendiculaires  fur  AB  par  la  conf- 
truélion,  & ainli  parallèles  entre  elles*’,  contre 
la  fuppofition.  Que  fi  A tombe  à côté  de 
AB.  la  perpendiculaire  A E fera  plus  courte 
que  l’oblique  AB  : par  conféquent  au!fi  plus 
courte  que  CD=AB^^  ainfi  la  ligne  / s’ap- 
prochera de  la  ligne  A’,  contre  la  fuppofition. 
■ 20.  Si  on  fuppofe  que  la 

ligne  Z s’approche  de  Ja  li- 
gne A',  il  y aura  unefcmbla- 
ble  abfiirdité;  car  au  point  B 
ayant  élevé  fur  la  ligne  Z la 
perpendiculaire corn-  ® A 
, me  AB  efl  perpendiculaire  fur  A', fi  elle  con- 
vient avec  Aü  , alors  , fuivant  ce  qui  vicntd’é- 
tre  dit,  Z & A feront  parallèles  ; mais  fi  B E 
tombe  à côté , comme  AB  a été  propofée  per- 
pendiculaire lür  fera  oblique,  &.  par 

conféquent  Bt  plus  grande  que  B A f ou  que 
fon  égale  ; ainfi  Z iSc  A’ s’éloigneront, contre 

la  fuppofition  qui  avoit  été  faite  de  s’appro- 
cher : ce  qu’il  falloit  démontrer. 

P R O R L E M E. 

Par  rn  point  donné  mener  une  ligne  parallèle 
7^  à un'  ‘.i; ne  donnée.  Eucl.  I.  Prop.  3 1 . 

Soit  A3  une  ligne  à laquelle  il  faut  mener 
' une  parallèle  par  lé  point  donnée.  Deéepoint 

C 

hfup.H.^x,  5J. 

tfupn.^j.  tjup.n.  il. 
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Cj’abailTe  une  perpendi- 
culaire fur  la  ligne  don- 
née AD  . fur  lâquello 
ayant  élevé  une  perpen- 
diculaire telle  qu’./fc‘  éga- 
le à CZ>,  il  eft  clair  que  la 
•ligne  qui  palfera  par  les 
deux  points  fl  de  u’  fera 
parallèle  à AD , fuivant  la 
Définii^n  *. 

net  encore  une  autre  maniéré.  D'un  point  queî- 
conque  A , foit  décrit  un 
Arc  de  telle  ouverture  cju'il  B ^ 

fajfe  par  le  point  donne  C , 
duquel  de  la  meme  ou- 
verture ayant  fait  l'Arc 

AB  égala  DC,  /rf  ligne  me- 
née par  les  points  Bij’C  fera 
laparhllele  requife.  • ^ 

' T H E O R E M E.‘  . 

Deux  lignes  parallèles  aune  troijiemc  font  parai- 
leles  entre  elles.  Eiicl.  I.  Prop.  30.  . ' 

7'font.parallelesavecZ.  De.Yjeme'ne 
AU  perpendiculaire  fur  Z,  laquelle  étant  pro-  . 
longce  jufqu'en  C.puifqu’clle  ell  perpendicu-  », 


C 


-X 

-Z' 

-Y 


laire  fur  Z , elle  le  fera  fur  T\  pa- 
rallèle avec  Z.f;  de  puifque  Z ell 

parallèle  avec  X.  cette  ligne  per- 

pcndiculaire  fur  Zle  fera auiîi  fur  Af 

parallèle  avec  Z 4 . Ainfi  puifque  AT 
de  îTont  perpendiculaires  fur  Zc , elles  font  pa- 
rallèles entre  elles  t : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

* Corollaire. 

Od  ne  fauroit  faire  paffer  par  le  même  point  deux  j 
differentes  lignes  qui  foient  parallèles  à une  même. 

Car  ilfaudroit  paj  ce  Théorème  qu’elles  fuf- 
B 3 fent 

* t yî»>. X ± 
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lent  parallèles  entre  elles, ce  qui  efl:  abfurdet 
puilqu’elles  auroient  un  point  commun  , 6: 
qu’il  cft  de  reffencedes  parallèles  de  ne  le  ren- 
contrer jamais. 


SECTION  V.  • 

De  la  différente  polition  de  deux  Cercles 
au  regard  l’un  de  l’autre.^ 

Avertissement. 

« 

Un  cercle  peut  être  pof/  tellement  au  regard 
d'un  autre  cercle , i°.  Qu'il  ne  le  coupe  ni  ne  le 
touche  point.  2°.  Qu'il  le  coupe  ; ou  que  fans  te 
couper , il  le  touche  ou  en  dedans  ou  en  dehors. 


V Propofitions  évidentes  touchant  la 
^ poCtion  des  Cercles.  ^ 

Proposition  I. 

1 T ES  .cetcleî  concentriques  tfe  peuvent  ni  fe 
'JL/  couper  nt  fe  toucher. 

On  peut  concevoir  que  ® ‘ * 

les  cerles  Z concentri- 
' ques  dont  A efl:  le 'centre , 

. lont  faits  par 'les  points 
& £de  la  même  ligne  AE. 

’ Ainlî  le  cercle  que  décrira 
D fera  toujours  au  dedans 
du  cercle  Z que  décrira 
Ces  deux  cercles  ne  fe  pen- 
- tent  donc  rcileontrcr. 

P R O 1>  O s I t I o N I-I. 

J(5  Deux  cerclés  concentriques  font  toujours  en  mê- 
me di fiance. 

Car  entrera  Z il  y a toujours  la  même  dil-, 

-tance  DE.  '■  . 

— . Théo- 
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T H E O R E M E î. 

I^cux  cercles  qui  fe  coupent  ne  font  pas  concen^  77 
tri(jues.  Eucl.  III.  Prop.  V. 

Soient  deux  cercles  qui  fê  coupent  aux 
points  ii  de  E , je  dis 
qu’ils  n’ont  pas  pour 
centre  un  mémo  point. 

Car  11 /Refile  centre  de  / / / \ C \ t) 

ces  deux  cercles  qui  fe  f ' ' 

coupent  au  point  B , 
les  lignes  À B ^ AC 
rayons  du  même  cer-  _ 
de  font  égales.  E 

zzAB.  Etparlamêmeraifon  /<B=:/fZX  Amu 
AC  Abl=  Aü  ; donc  AC  =.  AD  Ceft-a- 
dire,que  la  par  de ’eft  égale  au  tout,  ce  qui  ne 
peut  pas  être  c. 

Theoreme  II- 

' Deux  cercles  ejui  fe  touchent  ne  font  pas  concentri- 
ques^  ou  n’ont  pas  même  centre-  Eucl.  III.  Prop.  6. 

Soient  deux  cercles  qui  fe  touchent  au  poinç 
B, je  dis  qu’ils  n’ont  point 
le  même  centre  ; car  u é- 
toit  le  centre  de  ces  deux 
cercles , alors  AD  = AB  & 

AB  -zzAC^'.  par  conféguent  ^ 

AD  =:  AB  = AC\  ain»  AD 
= c’eft-à-dire , que  la 
partie  AC  feroit  égale  à fon 
tout  /f  £) , ce  qui  eft  abfurde.’ 

Theoreme  III. 

, Si  deux  OH  plufieurscercles  ont  leur  tenir  e dam 
une  même  ligne , qu’ils  coupent'  dans  un  mimt 
points  ils  fe  touchent  e»  ce  feul  point.  _ 

B 4 Les’ 

a fup.  ti.  10.  b fuf,  kx,  I c Jhp,  Ax.  X.  d fup,  n,  z«> 
e /«*p. 
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Les  cercles  X.,y..T,  ont  leurs  centres  Hans 
la  même  ligne  qu’ils  coupent  au  point  b.  Il  ^ 
faut  prouver  qü’ils  fc  touchent  en  ce  feul  point 
D.  Si  l’on  pré- 
tend qu’ils  fc  tou- 
chent ailleurs , ou 
qu’ils  fe  rencon- 
trent en  E ; alors 

é- = ///>,  puif-  _ ^ ^ 

que  ce  font  les  ^ ‘ * 

rayons  d’un  même  cercle.  Parla  même raifon 
cL)  = Ch.  Partant  AE -^CE  = ^D-i-CD  , 
ce  qui  eft  abfurde*.  De  même  on  démontre  que 
Z à.  X ne  fe  rencontrent  point  en  £;  car  s’ils 
fc  rencontroient , BD=BE y ù.  aE  = AD  ; 
mais  AD=zAi-i-^BD,  ouAB-A  BE;Donc 
AL  — AB-A-BE^  ce  qui: e'I  abfurde f . 

Corollaire. 

80  Deux  cercles  ne  fe  peuvent  toucher  en  dedans  ou^ 
en  dehors  qu'en  un  feul  point.'  Eucl.  III.  Prop.  13. 

A & 2 fe  touchent  en.dedans,Cmême  figure.; 
Si  c’cit  au  point  Z),  ils  ne  fe  peuvent  toucher 
ailleurs , par  exemple , au  point  E.  S’ils  fe  tou- 
•.  chent  en  Z,  ils  ne  le  peuvent  toucher  en  D , car 
‘ AB-ÂBE feroit égal  'nAE, cequi eftabfurdc|. 

• Que  A’  & r fe  touchent  en  dehors , fi  c’efi:  au 
point  Z.»  ^ils  ne  fc  peuvent  toucher  dans  un  au- 
- tre , par  exemple  en  E . alors  AC  = AE  —\- 
EC,  ce  qui  efl  abfurde  p . 

T H E O R E M E IV. 

81  Si  deux  cercles  fe  touchent  en  dedans  , la  li^ne 
droite  qui  joindra  leurs  centres  étant  prolongée 
tombera  fur  le  point  d' attouchement  de  ces  deux 
cercles.  Eucl.lM.Prop.il*.  ' . 

ro.Par  leThéorêmcII.  ces  deux  cercles  n’ont 
pas  un  même  centre.  2°.  Soit/xentre  de  B AB  : 

■ fi 

«.  1*.  X fup.n,  IZ, 
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fl  on  veut  que  G le  foit  de  A 

£>y^D  qui  n’el^as  dans  la  li- 
gne Fyf, qui  paue  par  J poiftt 
de  l’attouchement,  alors  G/4 
=.GDk  Ainfi  FG->rGA 
=zFG-FGD^.  OïFG-fGA 
p='MS&parconféqucnt  que 
FS,  czrFA=:FB  Aiiifi  FG 
— f-G^OT-FfiouFG— h'GS.  OtantdoncFG,  , 
partie  commune , reliera  GD  T'  que  le  tout 
GB^y  ce  qui  ell  impolîible. 

♦Theoreme  V. 

Si  deux  cercles  fe  touchent  en  dehors  y une  ligne  82 
droite  menée  par  leurs  centres  .pafera  par  le  point 
de  leur  attouchement.  Eucl.  III.  rl'op.  12. 

Soient  deux  cerclés  DAD^  EAF  qui  fe  tou- 
chent en  A.  Je  dis  qùe  la  ligné  qui  joindra  leurs 
centres  paliera par  le  point /^.  Si  on  le  nie,  oh 
ell  contraint  de  dire 
une  chofc  abfurde  ; car 
que  B foit  centre  de 
OADy&c,  C de  FAEy 
& qu’ainli  la  ligne  BC 
ne  paflera  pas  par  A 
oii, CCS  deux  cercles  fe 
touchent  : B d—B  D & 

C/l^CEr  Donc  B /4-\-AC=BD-FCE.  Puif- 
ue  SC  ne  pafle  pas  par  le  point  d’attouchement 
e ces  deux  cercles  qui  ell  coptmun  , D &l  E 
ne  font  pas  un  même  point  : il  y a entre  deux  >• 
un  intervalle,favoir  D A ,je  l’ajoute  à SÂ-t-C£; 
alors  BD-FDE-^  Ce  ell  plus  grand  que  A3 
-F  AC  y ce  qui  ell  abfurde  e. 

. , . * SEC- 

i/up.n.  io.  hfup.  Axiomi /i.  àftp.n.l*. 

tJup.Axitmn,  i/»p,n,zo  Z fap.n  ii, 
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SECTION  VI. 

De  In  pofition  d’une  Ligne  droite  au 
regard  d’un  Cercle. 

Avertissem  ent. 

, tlne  ligne  droite  peut  être  entièrement  dans  un 
cercle , oU  au  dehors.  Si  elle  efl  dehors  , elfè  le  peut 
aaelquefois  atteindre , lorfqu'on  la  prolonge  ; de 
Jôrte  quelle  le  coUpe  oU  qu'elle  le  touche  feulement 
fans  y entrer.  ^ 

♦THEOREME  I. 

83  . Si  en  la  circonférence  d'un  cercle  on  prend  deux 
points  comme  on  voudra , la  ligne  droite  menée  de 
l'un  'à  l'autre  de  ces  deux  points , tombera  dans 
le  cercle.  Eucl.  III.  Prop.  2. 

B & C font  deux  points  dans  la  circonférence 
du  cercle  X ; il  faut  prouver  que  la  ligne  B C 
menée  entre  ces  points  eft  entièrement  dans  ce 
cercle.  De  d centre  de  X foit  fur  D milieu  de 
ÜCune  ligne  droite;puifque  ^ 

& /IC  rayons  de  X font  ^ 
égaux,  & que  Z)  eft  le  milieu 
de  B C,  cette  ligire  /f  D eft 
perpendiculaire»,  & partant 
plus  courte  que  AB  oc  AC  ^.  Ainfi  Ü eft  dans  Te 
cercle'^.  Or  toute  autre, ligne  oblique  menée  de 

fur  BC , fera  aufli  plus  courte  que  AB  & /fC®. 
La  ligne  B Ceft  dbnc  entièrement  dans  le  cercle.. 
T H 'E  O R E M E II. 

84  Si  une  corde  eji  coupée  perpendiculairement  e» 
déux  parties  égales.,  par  une  ligne,  je  dis  que 
cette  ligne  coupe  l'arc  du  cercle  en  deux  égale- 
ment êjj  paffe  par  le  centre. 

Soit  la  corde  CD  coupée  perpendiculairement 
en  deux  parties  égales  pitr  là  ligne  BFaü  point 

. E- y 

a fup,  a.  i«,  b /up.  B.'4oi  efup,  ».  y j.  dfif.  n.  Sf. 
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Æ,je  dis  que  cette  ligne  coupe  l’arc  CD  en  deux 
également  en  pafle  par  le  centre  du  cercle. 

1°.  Puifque  le  point  E eft  éga- 
lement éloigné  des  points  C & 
ü , & que  B . ' eft:  perpendiculai-  « 
re  fur  C Z),  le  point  B qui  eft  ^ 
dans  cette  perpendiculaire  fera 
aufîi  également  éloigné  des 
points  c’  & Z)  ■,  & partant  la 
corde  SC  égale  à la  corde  SZ>, 

& par  coniéquent  l’arc  BC  é^l  à l’arc  BD^; 
ainfi  l’arc  CBD  eft  coupé  en  deux  également: 
la  même  chofe  fera  pour  l’arc  CFu. 

20,  La  perpendiculaire  B F pafle  par  tous 
les  points  également  éloignez  de  C & de  Z)  S 
Or  le  centre  de  ce  cercle  eft  également  éloigné 
de  ces  deux  poipts  C & ZJ  ; donc  B F palfe  par 
ce  centre. 

C O R O L L A I R’E  I. 

Il  ejl  évident  que  pour  couper  un  arc  en  deux  3 ^ 
parties  égales^  ii  faut  élever  fur  la  moitié  de  fa  ^ ^ 
torde  une  perpendiculaire.  Eucl.  III.  Frop.  30.  ~ • 

Corollaire  II. 

Les  deux  arcs  compris  entre  deux  lignes  pa-  35  / 
ralleles  font  égaux. 

Les  deux  arcs  M.C  & 
fiD , compris  entre  les 
deux  lignes  ou  cordes  M 
parallèles  üâK  ôc  C D ç . 
font  égaux;  car  ayant 
tiré  le  diamètre  Bf  per- 
pendiculaire furCZ)<*,- 
il  le  fera  aulfifurilZA/^®; 
amÇ\BM=iBN  &c  BC 
= BDf.  Les  arcs  de  ces  cordes  égales  feront 
' , B <5  ...  égaux 

ay»^.  *•4*'  b/up.n.ii,  c fup.  n.^i.  * 

c/a^.  f/uf,  »,  4»*  ^ ' 
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égaux*.  Doncl’arc  BC— BA’- 
mais  l’arc  BC  moins  l’arc  BM  cft  égal  à l’arc 
CM,  & pareillement  BD  — EN  = ND  \Aor\c 
CM=zND  : ce  qu’il  falloit  démontrer.  Que  fi, 
au-lieu  de  la  corde  il/ A"  on  avoit  fuppofé  en  B 
une  Tangente  parallèle  à CD,  on  auroit  dé- 
montré encore  plus  promptement  l’arc  BC 
égal  à l’arc  B D.  * 

PROBLEME- 1.  , 

^7  Trais  points  étant  donnez.-,  trouver  le  centre  d'un 
cercle (juipaJJe par  cespoints,  Euclid.  III.  Prop,  l . 

Soient  trois  points  donnez//.  B, C.  Onles 
joindra  pardeux  droi- 
tes//B , BC,  que  l’on  X . B 
regardera  comme  les 
■ cordes  du  cercle  cher-' 
ché  ; & menant  deux 
perpendiculaires  fur  . 
le  milieu  de  ces  deux  A 
lignes,  je  dis  que  le 
' point  K oîi  ces  deux 
! ignés  fe  coupent , efi: 
e centre  du  cercle 
que  l’on  demande:  ce 
qui  efi:  évident  par  le  Théorème  précédent. 

• Si  les  trois  points  donnez  étaient  dans  une  li^ne 
droite  , la  qutfiion.  àtiroit  été  impo/Jiùle , comme'il 
ejl  évident  ; car,  alors  les  deux  perpendiculaires 
ne  fe  couperaient  pas , étant  parallèles.  . . 

' C O R O LL  ATi  R E I.  • 

33  Deux  cercles  ne  peuvent  avoir  trois  points  com- 
munf  comme  A , B , C , qu'ils  ne  les  ayent  tous, 

Co*  deux  ccrcies  ayant  un  même  centre , fa- 
* voir  A,  & étant  décrits  d’un  même  intervalle, 

.ils  ne  peuvent  être  qu’un  même  cercle  f*  . 

• ' C O- . 

* /dp.  r.'ij,  tA/- 

\ - », 
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Corollaire  IL 

Deux  cercles  ne  fe  peuvent  couper  en  plus  de  85 
deux  points.  Eucl.  III.  Prop.  lo. 

Car  s’ils  fe  coupoient  en  trois , ils  auroient 
trois  points  communs  ;ainfi  par  le  Corollaire 
précédent  ce  ne  feroit  pas  deux  difterens  cer- 
cles. 

Corollaire  III. 

Une  portion  de  cercle  étant  ionnée , on  peut  qq  . 
achever  le  cercle.  Eucl.  III.  Prop.  25. 

' Marquez  trois  points  dans  cette  portion, 
après  quoi  vous  pouvez  trouver  le  centre  du 
cercle  dont  elle  eft  partie  par  le  Problème 
précédent. 

THEOREME  III. 

St  une  ligne  coupe  la  corde  ou  l'arc  d'un  cercle  q j 
en  deux  Parties  égales  , pajfe  par  le  centre , je  ^ 
dis  qu'elle  la  coupe  perpendiculairement.  Eucl. 

III.  Prop.  3. 

Soit  la  ligne  B K , qui  coupe  l’^rc,ou  la  cor- 
de d’un  cercle , en  deux 
parties  égales  & pafle  par 
le  centre  Æ ; je  dis  qu’elle 
coupe  cette  corde  per-  C 
pendiculaircment  ; car  il 
y a dans  cette  ligne  BÂ 
deux  points,  favoir//ou 
B,&  JC  également  éloi- 
gnez  de  C & de  Z),  puifque/^  eft  la  moitié  de 
la  ligne  CD , & B moitié  de  l’arc  CBD , & que 
JC  eft  le  centre.  Donc  B JC  eftperpendiculaire*. 

Theoreme  IV. 

Si  une  ligne  coupe  perpendiculairement  la  corde  92 

un  cercle  , y pajfe  par  le  centre  ^ je  dis  qu  elle  la 
coupe  en  deux  parties  égales.  Eucl.  III.  Prop,  3. 

La  ligne  B K pallèparle  centre /C,  & eft  pèr- 
■ . B 7 pen- 

* fup,  n.  ^a. 
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pendiculaire  fur  CD%  je 
dis  qu’elle  coupe  par 
la  moitié.  Le  centre  eft 
également  éloigné  de  C C 
& deDf  & B K étant  per- 
pendiculaire, le  point 
&tous  les  autres  de  B K 
doivent  être  également 
. éloignez  de  C & de  Donc  AC=AD', 
ainfi  CD  eft  coupé  par  la  moitié. 

Theoreme.V.  . - 

93  Deux  cordes  qui  ne  paffeat  pas  par  le  centre^ne  'fe 

peuvent  couper  par  le  milieu.  Euçl.  III.  Prop.  4, 
Soient  deux  cordes  Z)£,  i3G,'qui  fe  coupent 
au  point  A^  autre  que  le  centre  du  cercleye  dis 
qu’elles  ne  fe  couMnt  pas  en  parties  égales.  Si 
ces  deux  cordes  le  cou- 
pent en  A^  qui  n’cft  pas 
, le  centre,  & que  ce  point 
' fok  le  milieu  de  ces  deux  2) 
lignes , ayant  mené  de  A 
[ une  ligne  au  centre  iC, 
cette  ligne fera  pœr- 
îendiculairc  fur  BC  & 
ùr  DE  f . Donc  BC&c  DE  feront  perpendicu- 
! aires  furif/^|;ainfî  furie  même  point  /Ml  y 
a deux  pe^endiculaircs,  ce  qui  efl  impoflible  if. 

THEOREME  VI. 

‘Les  cordes  qui  font  éralemeist  éloignées  Au  cen- 
tre font  égales',  jÿ  Ji  elles  j ont  érales leurs  dis- 
tOMces  du  centre  font  égales.  Eucl.  III.  Prop.  14. 

Soient  les  cordes  iiC  également  éloi- 
gnées du  centre  K ; je  disqu’elles  font  égales  ; 
& fl  elles  font  égales , leurs  diOances  jK£  & KF 
du  centre  font  égales. 

10.  Je  mene  fur  ces  cordes  les  perpendicu- 

lai- 

*Jup,  «.4i*  4- /«A 
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laircS  DKicKL  qui  ' 
les  coupent  par  le 
milieu*.  Par  l’hy-P 
.pothefe  KE=zKt\ 

& puifqueBfC=/C/î 
• ècKC=KG:  donc 
l’oblique  /^Bétant  é- 
gale  à l’oblique/C//,  ^ 
aies  perpendiculai- 
res KE  écK  Ede  ces 
obliques  étant  éga-  ^ _ 

les,  les  éloignemens  du  perpendicule  BE  & 

HF  lieront  égaux  f.  Par  la  même  voye  on 
prouve  que  ECr=:FG\  qu’ainli  BC  —HGi 
ce  qu’il  falloir  prouver. 

2°.  On  a montré  que  les  obliques  comme 
KB  & KH  étant  égales,  & les  dillances  B£ 

& HF  du  perpendicule  étant  égales , les  per-  > 
pendiculaires  KE  & XFfont  égales  |. 

Theoreme  vit. 

De  toutes  les  lignes  qtti  font  dans  le  cercle , h py 
diamètre  ou  la  liine  qui  pajfe  par  le  certtre  ejl  la  ^ 

^ plus  grande. ^ « 

Soit  la  ligne  B le  diamè- 
tre, il  faut  prouver  qu’il  efl: 
plus  grand  que  CZ),  ou  que  , 
quelque  autre  ligne  que  ce  foit 
qui  ne  puilTe  palier  par  le  cen-  ' 
tre:  ce  qui  eft, évident.  Car 
A:C=A:B,&XD=X/f;ainri 
BAz=KC-^KD  OrKC^KD  T>  A 
cft  plus  grand  que  C £>4  ; donc  B ^ eft  plus  . 
grand  que  C D. 

Theoreme  VIII. 

Les  cordes  les  plus  proches  du  centre  du  cercle  9^ 
font  les  plus  grand^ , ^ les  plus  grandes  font  les 
^ ' plus 

♦ fup.  H.  fz,  t <1.  Ap-  »*•  t Ap-  ».  is* 
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pim  proches  du  ceutre  du  cercle.  Eucl.III.Prop.lJ. 

A foit  le  centre  d’un  cercle,  & les  lignes  pro- 
pofées  foientUCjôt  Z)A.  Il  faut  prouver  que 
DE  qui  eft  plus  proche  du  centre  efl:  plus 
grandequeZiCquienellplus  - 
éloignée. 

' La  diftance  de  B C efl:  AM, 

& celle  de  DE  efl:  AN,  la- . 
quelle  diftance  eft  plus  peti-F 
te.  Il  faut  prouver  que  DE 
qui  eft  plus  proche  du  centre 
eft  plus  grande  que  BC , qui 
en  eft  plus  éloignée,  ce  qui  eft  évident;  car 
l’arc  ht'ü  eft  plus  grand  que  l’arc  Ch'B  : Or  les 

Elus  grands  arcs  ont  de  plus  grandes  cordes*. 

)oncZ>£  corde  de  BfDeftplus  grande  quèBC 
-corde de  CFB.  C’eftce  qu’il  falloir  démontrer. 

, Theokeme  IX. 

97  Si  ligne  efl  la  corde  commune  de  deux  arcs 
‘de  cercles  inégaux  'qui  je  coupent , je  dis  que  l'arc 
du  petit  cercle  contient  plus  de  degrez  que  l'arc 
du  grand. 

Soient  deux  cercles  inégaux  .Y  & Z qui  fe 
coupent  aux  points  C ^ D,  la  corde  LD  leur 
eft  commune.  Je  dis  que  l’arc  CZD  à\x  petit 
cercle  contient  plus 
de  degrez -que  l’arc 
CXD  ù\i.  grand.  Car 
fl  les  deux  arcs  dont 
C D eft  la  corde  é- 
, toient  les  mêmes, 
qu’ils  fuflent  par  ex- 
emple également  de 
dix  degrez , il  ne 
ferojt  pas  vrai , comme  on  en  eft  convenu  f , i 

que  les  arcs  d’un  pareil  nombre  de  degrez  ’ 

• ont 

( 
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ont  de  plus  grandes  cordes  dans  les  plus  grands- 
cercles. 

Corollaire 
Donc  une  meme  ligne  ne  peut  être  la  corde  de  98 
deux  arcs  d'un  pareil  nombre  de  degrez-,  qui 
foient  portions  de  cercles  inégaux. 

Avertissement. 

“ Il  a été  obfcrvé  fup.  n.  16.  qu'on  confidere  tou- 
jours le  plus  petit  arc  de  chaque  cercle , à moins 
qu'il  ne  foit  expliqué  autrement. 

. T H E O.R  E M E X. 

• Si  d'un  point  pris  hors  d'un  cercle.,  on  mene  99 
plujieurs  lignes  qui  le  traversent  Çÿ  fe  terminent 
à la  circonférence je  dis  l®.  De  toutes  celles  qui 
tomberont  fur  la  partie  convexe  , celle  qui  paf  'era 
par  le  centre  étant  prolongée fera  la  plus  courte. 
Celles  enfuite  qui  feront  plus  près  d'elle , feront 
plus  courtes  que  (es  plus  éloignées.  2°.  C'ejl  le  . 
contraire  dans  des  lignes  qui  tombent  fur  la  partie 
concave.  Eucl.  III.  Prop.  8. 

Soit  le  point  B , duquel  on  aicrnené  les  li- 
gnesB/-; je  dis  i?. Que ZiC quipafTe 
par  le  centre  cft  plus  courte  que  toute  autre 
menée  du  même  point , par  exemple , que  BD. 


Car  ACezi  AD  : Or  AC -h-  CB  efl:  plus  courte 
que  AD—^DB*.  Donc  BC  fera  plus  courte 
que  BD t-  AP=.At.  Or //D— hDBellplus 

court 


, * fuf.  n.  12.  t AXj  7. 
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court  que  À E Donc  retranchant 

les  grandeurs  égales  dD  & le  relie  üB 
fera  plus  court  q_ue  le  relie  BE'>. 

2°.  Que  B H qui  pafle  par  le  centre  ell  la 
plus  grande;  car  Â ü—>r  A H =z.î B -+  A G. 
Or  AB-j-AG  ell  plus  mnd  que  BG^.  Donc 
B H ell  plus  grand  que,  JS  G.  Il  ellpareitlement- 
évident  que  ü Z>  — h A) /' ell  plus  grand  que 
Br'd.  Or  ÛG,  ell  plus  grand  que  «.  Donc 
Bl)—\-  DG  ell  plus  grand  que  Bt\ 

CoROLLA  IRE.  * 

W®  S'il  y a deux  ligues  droites  égales  eu  iu  égales 

pofées  l'une  fur  l'autre  y couvenauses  par  un 
point  d'une  de  leurs  extr imitez , fur  lequel  l'une 
ou  l' autre  tourne  circulairementy  en  s' écartant  y 
la  iigne  qui  joindra  leurs  autres  extré mitez  de' 
viendra  toujours  plus  grande  jufques  à ce  q:-.e  ces 
deux  lignes  ne  fafent  qu'une  feule  ligne  droite. 

Soient  deux  lignes  AB  y AC  y lur  AB  tigure 

firécédente , dont  AC  tournera  circulairement 
ur  l’extrémité  A.  en  s’écartant  ûeAB  ,pas* 
fane  par  D ,Eyf.  Les  lignes  comme  B Dy 
BE„  BFy  &c.  <jui  joignent  leurs  extrénfiitez 
deviennent  toi^ours  plus  grandes , jufques  k. 
ce  que  lefdites  deux  lignes  forment  la  feule 
droite  BAD:c'ei\.ce  qui  vient  d’être  prouvé. 
Theoreme  XI. 

Si  d’un  point  prit  hors  le  centre  du  cercle  , on 
mene  des  lignes  a la  circonférence , je  dis  que  cel- 
le qui  pajjera  par  le  centre  fera  là  vises  grande  , 
le  refte  de  ce  diamètre  fera  le  plus  court, 
Eucl.  III.  Prop.  7. 

Soit  le  point  B , & foient  menées  par  ce 
point  les  lignes  BE  qui  pafle  par  le  centre 
BCyBFy  BD,]q  dis  que  BE  ell  la  plus  gran- 
de 

• M-  * i7>  ^ f>^P-  dx.  7.  cfap.  H.  U, 
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de , & fa  partie  B O la  plus 
courte  de  celles  qui  peu- 
vent être  terminées  à ce 
point.  , * 

1°.  BA—>rAE  ■=  B A 
—>rAC^  puifque  AE=AC. 

Or  AB-i  AC-^  BC\ 

DoncBE  égal  à BA-^AC, 
el\  plus  grand  que  BC.. 

z°.  A A B —h  BD,  Or  AB  —H  B f eft 
•p-/4  ôtant  donc  AB  partie  commune,  le 
relie  Bf  fera  plus  grand  que  le  relie  BZ>=. 

THEOREME  X I T. 

De  tous  Us  points  qui  font  daKS  le  cercle  hors  le 
centre , on  ne  peut  mener  à la  circonférence  plus  de 
deux  lignes  qui  foient  égales,  Eucl.  III.  Prop.  9*' 
Soit  A le  centre  du  cercle  /V,  le  point  B ne 
Fell  donc  pas.  Je  dis  i°.  Que  BD  plus 
grande  que  BC<».  2°. 

QueBE  ell  plus  gran- 
de que  B D \ car  /f  £> 

&L  A E font  toujours 
le  rayon  de  X,  qui  en 
tJournant&  s’éloignant 
de  AB , doit  faire  BE 
plus  grande  que  BZ)  «, 

& pareillement  BFêlt 
plus  grande  que  B E. 

Or  BG  ell  plus  gran- 
de queBFK  Par  conféqtrent  dans  toute  la 
*•  partie  CDFG  du  cercle  X,  toutes  les  lignes 
menées  de  6 à la  circonférence  de  X font 
toutes  'inégales.  . „ 

Prenant  l’arc  C//égal  à CD,  puifque  AC 
ell  rayon , il  coupera  D H perpendiculaire- 
' ment 

U Jiq>.  n it.  hf»p.n.zi.  c Ap-  ■Axitmt  ■}, 

ê/dp.n.iui.-  t/»p.  u.toO.  fjS^.  a,  loI% 
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ment  * , & en  deux 
parties  égales  au  point 
; ainü  y ayant  éga- 
lité de  perpendicult 
& de  Ibn  éloigne- 
ment , les  obliques,,! 

B /■/, B Ü feront  égales  ^ 

I ; mais  toute  autre  li- 
gne que  B JJ  fera  >ou . h" 
plus  petite  ou  plus 
grande,  comme  on 
vient  de  le  voir.On  peut  démontrer  de  la  même 
maniéré  que  dé  part  & d’autre  de  C , on  peut' 
mener  deux  lignes  égales , <k  non  davantage. 

Corollaire  - I. 


Il  «*y  a doMc  que  le  feiil  centre  du  cercle  d'où 
Pon  pûijlfe  tirer  à la  circonférence  plus  de  deux 
lignes  égales. 

V Corollaire  IL 

*®4  ‘Tout  point  dans  le  cercle  dont  on  peut  tirer  à 
la  circonférence  trois  lignes  égales , eft  le  centre  - 
du  cercle.  Euclid.  III.  Prop.  9. 

THEOREME  -XIII. 

i#I  Une  ligne  traverfant  deux  cercles  concentrique;^ 
foit  qu'celle  pajfe  par  le  centre  ou  qu'elle  n'y  pajjé 
pas  ^ les  parties  de  chacune  de  ces  lignes  intercep- 
tées entre  les  deux  circonfé- 
rencesfont  égales  entre  elles. 

Soient  BC , BD  qui  tra- 
verfent  deux  cereles  con-  . 
centriques;  je  dis  que  BM  ' 

= NCiôcBf=EO.  1°. 

Pour.fîC  qui  pafiô  par  le 
centre,cela  a été  prouvé 
' 2°.  De  /I  menant  une 
perpendiculaire  fur  B D , 

alors 

s.  91.  «.  41.  ^/up.n,st‘ 
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alors  G Dz^GB  & GE=Gf^  Donc  GD  -GE 
=:GB-fGK  Or  G û — G Ez=  DE, &iGB 
— G 2 =FB  ; donc  ÛE=:  Bé-. 

T H E O K E M E XIV. 

U’/ie  ligne  perpendiculaire  à i‘ex:rémité  d’un  los 
ra\on,  touche  le  cercle  ^ isf  »e  le  touche  qu'en  un 
{eulpomt.  Eucl.  III.  Prop.  i6&  i8. 

Ü Z>>  cfl:  perpendiculaire  fur  BK  , il  faut 
prouver  que  cette  ligne  ne  touche  le  cercle 
qu’au  point  B. 

Si  on  dit  qu’elle  - B C D 

le  touche  d;^^  un 
fécond  point^om- 
me  en  C , je  mene 
de /C  à f une  ligne,  ^ 
laquelle  n’eft  pas 
perpendiculaire  fur 
BD  ,puifque  de  K 
fur  B I)  on  ne  peut 
mener  qu’une  leule 
perpendiculaire  Elle  cfl  donc  p.as  grande 
que  le  rayon  Byf . qui  efl:  perpendiculaire  fur 
UD'^',  partant  le  point  C efl  hors  le  cercle  A': 
ainfi  BD  ne  le  touche  pas  en  ces  deux  points  B 
&;  C,mais  feulement  en  B. 

Corollaire. 

Il  ne  peut  y avoir  qu'une' feule  ligne  qui  touche 
le  cercle  dans  un  même  point. 

DeuxdilferentesLgnes  ne  peuvent  toucher 
le  cercle  A'aufnêmc  point  B ; car  par  ce  Théo- 
rème, elles  feroient  toutes  deux  perpendicu- 
laires fur  B K ; ce  qui  clt  impoflible  «. 

T H E o R E M E XV,  ' 

Si  au  dedans  d’un  cercle  on  tire  une  ligne  qui  foit 
perpendiculaire  fur  le  point  de  l' attouc  hement  de  la 

tan- 

a ftp.  n.9l.  /»/>-  Axiome  5 . c fup,  »,  ( I. 
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tangente  oh  touchante , cette  perpendiculaire  pc^ers 
par  le  centre  de  ce  cercle.  Euclid.  111.  Frop.  19. 

CD  e'c  une  tangente  ou  touchanterde  c.  point  • 
d’attouchement , je  mené  au  dedans  du  cercle  u- 
ne  perpendicuiaire:je  dis  qu’elle  palTe  par  le  cen- 
tre K.  Si  on  veut  que  ce  Ibit  par  B qui  n’eft 
pas  le  centre , je  prouve 
u’on  n’a  pas  ra.fon;  car 
e C ayant  mené  le  rayon 
KC  ^ à élevé  au  point  C 
une  perpendiculaire  cmi 
fera  tangente  * , mais  eue 
fera  la  même  que  C D , 
puifqu’au  point  C il  n’y 
peut  avoir  qu’une  feule 
Tangente  f:  Ainli  fur  la  ligne  CZ>  au  même 
point  il  y auroit  deuy  perpendiculaires  CK  & 
CB,  ce  qui  implique 

THEOREME  XVI. 
lo»  Entre-  une  -tangente^  ^ la  ctrcot^erence  eCmt 
cercle,  on  ne  peut  mener  aucune  ligne  droite, 
mais  on  peut  mener  un  nombre  .infini  de  li^ncf 
circulaires.  Eucl.  III.  Frop.  ICÎ. 

Si  entre  B D tangen- 
te & le  cercle  X,  on  D 

peut  mener  quelque  li- 
gue droite  qui  partage 
refpace’  entre  la  tan- 
gente S (Sdc  cercle , 
que  ce  foit  la  ligne  B F, 
lur  laquelle  je  mene  du 
point  K une  autre  li- 
gne qui  lui  foit  perpen- 
diculaire, favoir  KE, 

qui  fera  plus  courte  que  le  rayon  BK,  qui 

n’eli 

' T /“?•«•  X07.  su 
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n’efl  pas  perpendiculaire  fur  cette  ligne  *; 
ainiî  UE  étant  plus  petite  que  le  rayon  B K , 
fou  extrémité  cîl  au  dedans  du  cercle.  Par 
confequenc  la  ligne  Bi  n’cil  pas  hors  du  cer- 
cle , ainli  elle  ne  partage  pas  l’efpace  qui  eft 
entre  lui  & la  tangentjü/LV. 

Mais  entre  la  tangente  & le  cercle  T,  on 
peut  faire  paflér  une  infinité  de  cercles  ; car 
ayant  prolongé  le  rayon  /fv.,  au-delà  du  centre'-’, 

& de  E comme  cen- 
tre , 6c  de  l’intervalle 
£/f  ayant  fait  le  cer-* 
de /,1a  ligne /fü  fe- 
ra tangente  à ce  cer- 
cle t , leciuel  étant 
plus  grand  , fera  au 
dehors  du  cercle  Y. 

Pareillement  le  cer- 
cle A' , dont  lecentre 
eft  Y , fera  encore 
entre  AB  & Y,  ainfi  ’ 

à l’infini.  Par  conféquent  entre  la  tangente 
AB  & le  cercle  T on  peut  faire  pafter  une  in- 
finité de  lignes, circulaires. 

Corollaire.  ' 

Il  e[l  évident  que  l'ifpace  compris  entre  la  tan- 
fiente  la  circonférence  d'un  cercle  je  peut  donc 
divifer  en  une  infinité  de  parties. 

THEOREME  XVII.  ■ 

iD'tm  piint  hors  le  cercle  on  ne  peut  mener  asi  j 
•uercle.d'un  mime  côte  plus  d'une  tanprente. 

Toute  autre  ligne  le  coupera , ou  ne  l’at- 
teindra pas. 

Soit  A un  point'  donné  hors  le  cercle.  La 
ligne  AB  le  touche  au  point  B.  Jetiis  que  de 
A vers  B on  ne  peut  point  mener  une  autié 

4 « tan- 

5J.  \fup.n,v>c. 
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tangente,  que  toute  autre  ligne  le  coupera,  ou 
ne  le  couchera  pas.  Car  1°.  Si  elle  elt au-delà 
de /?/i,  elle  ne  touchera 
pas  le  cercle.  2°.  Si  elle 
pafle  par  B , ce  n’eft  pas 
une  autre  ligne  que  AB. 

3°.  Si  elle  pâlie  au  dellbus 
de  B par  le  point  D ; 
puifque  CB'p'  CD,  le 
point  D fera  dans  le  cer- 
cle *.  Donc  AD-cmre 
dans  le  cercle , & le  coupe. 

P R O B L E M E 
,12  Mener  une  ti/^nc  droite  qni 
touche  un  cercle  dans  un' point 
donné. 

Le  centre  eft  /f , le  point 
donné  B^  je  mene  le  rayon 
A!  fi , & fur  fon  extrémité  fi  f 
j’éleve  perpendiculairement 
BD  qui  fera  la  tangente  qu’il 
falloit  faire  L 

PROBLEME 

D'un  point  donné  hors  d'nn  cercle, tirer  une  tan- 
gente. Euch  III.  Prop.  17. 

LecerleeftSÊ  >',le 
point  donné  eft  C , du- . 
quel  je  mené  une  ligne  c 
au  centre  W, à au  point 
fi , oh  cette  ligne  cou- 
le le  cercle, par  le  Pro- 
)lêmc  précédent  je  fais 
a tangente  ./fi.  Je  dé- 
cris un  cercle  concen- 
trique parC,  & de  fi 
ou  ce  cercle  elt  coupé 


III. 
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par  la  tangente  CD,  je  prensD -'égale  à DC,  je  " 
joins  C & t par  une  ligne  qui  fera  la  tangente. 

Par  la  conftrudion , la  corde  GD  = car 
l’arc  GC  cft  égal  à Tare  C'D  *,  oc  l’arc  CDàl’arc 
DI  ‘,  ainü  les  arcs  Gû  ikCl  étant  égaux,  leurs 
cordes  font  égales  f. 

Je  mene  de  D au  centre  /I  la  ligne  qui' 
fera  perpendiculaire  fur  puifquc  deux  de 
fes  points , favoir  de  D,  font  également  éloi- 
gnez de  fes  extrémitez  : Or  puii'que  les  cordes 
DG  ÔL  C /-  font  égales , les  lignes  /i B à:  A E 
font  égales  Donc  le  point  e.  aulli  bien  que  S 
eft  dans  la  circonférence  du  cercle  B ’sBy  ainfi  la 
ligne  oi  étant  perpendiculaire  fur  t y extrémi- 
té du  rayon  A/^ , elle  touche  le  cercle 

Avertissement. 


Ce  Problème  Je  pratique  plus  facilement  ainjî:  i 
Soit  A le  point  donné  y duquel  il  faut  mener  une 
tangente  au  cercle 
X.  Après  avoir  ti' 
rc  la  ligne  de 
A i B centre  du 
cercle  X , il  faut.j 
décrire,  ur  cette  l't- 
gne  le  cercle PLBOy 
tsfau  point  de  :'ec~ 
tion  C mener  AG 
qui  fera  la  t mgen- 
te  qiéon  cherchait  ; ce  que  l'on  ne  peut  pas  démon- 
trer en  ce  lieu. 


C , ELE- 
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LIVRE  SECOND. 

De  la  fécondé  eipece  d’Etendue , qui  eft 
la  Largeur.  Des  Surfaces  planes. 


SECTION  PREMIERE. 

Des  Angles , ou  Surfaces  q)ii  font  entre  ieux^ 
lignes^  qui  fe rencontrent  indireStenunî . 

Avertissement, 

Efi  pcrîant  ici  des  .Surfaces , nous  ne  conliie- 
rons  que  les  planes.,  c'ejl-à-dire  celles  qui  font 
les  plus  courtes  entre  deux  lignes  droites.,  com- 
mençant par  celles  qui  font  renfermées  entre  deux 
lignes  qui  fe  rencontrent  ou  qui  fe  coupent  dans 
x{»  point.  • ' 
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DEFINITIONS. 

Définition  I. 

'Àn^le  ejl  l'ouverture  de  deux  ligues , ^ 
qut  fe  rencontrent  indirectement. 

Deux  lignes  qui  fe  rencontrent 
direftemenc,  ne  font  qu’une  même 
ligne. 

Définition  II, 

On  appelle  fommet  de  P Angle  ,/tf  point  de  ren-  2 
eontre  des  deux  lignes  qui  le 
forment , comme  le  point  B ; 
y ces  deux  lignes  fo!f(  appel- 
lies  les  cotez, , ou  tes  ■jambes 
de  l'Angle. 

Ainli  AB  &.  B C font  les 
côtez  ou  les  jambes  ; lorf- 
qu’on  marque  un  Angle  a- 
vcc  trois  lettres  comme  /fBC,  celle  du  milieu 
B marque  le  fommet,  & les' deux  autres  4 , 
& C,  fes  côtez. 

DefinitionIII- 

On  nomme  Angle  plan,^  celui  qui  eft  fait  fur  3 
nn  plan. 

Définition  IV. 

Il  y (I  trois  fortes,  ef  Angles  confderez  far  rap~  4 

> î>  ?> 

part  fleurs  cotez.  Le  reCiiligne le  curviligne^ 
le  mixtiligne.  LereJliligne  e/l  celui  qui  eft  formd 
far  la  rencontre  de  deux  lignes  droites , comme 
C ; le  curviligne  e/l  celui  qui  e/l  for  me' par  laren- 
contre  de  deux  lignes  courbes  ^comme  à.\lemixti- 

C 2 ■ ^ ligne 
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ligne  ejl  ceint  qui  e/l  forme'  par  la  rencontre  J^une 
ligne  aroite , ^ d'une  courbe , comme  B. 

Propofitions  évidentes  touchant  les 
Angles. 

Avertissement. 

Ce  font  des  Corollaires  de  la  Définition  de 
r Angle. 

Proposition  I. 

J 11  efl  évident  par  la  définition  de  l'Angle.,  que 
^ fa  grandeur  ne  dépend  pas  de  ta  longueur  des  U~ 
gnes  qui  le  forment , mais  de  leur  ouverture. 

Qu’on  prolonge  les 
lignes  AB  y ^ AL  , ou 
qu’on  en  retranche, 
c’eft  toujours  la  mê- 
me ouverture  ; & la 
lürface  qui  eft  à cette 
ouverture,  c’eft-à-di- 
re  .la  plus  près  du  fom- 
met  A y n’en  eft  aug- 
mentée, ni  diminuée. 

Proposition  II. 

g Un  angle  ne  peut  être  augmenté  y ni  diminué  y 

, que  lorfqu'un  de  fes  cotez  en  tournant  fur  le  fom- 
met  comme  [ur  un  centre  y s'éloigne  ou  s'approche 
de  Vautre  côté. 

' ^ Proposition  III. 

^ Un  des  cotez  de ^ l'angle  en  tournant  y s'éloi- 
gnant de  l'autre  coté  y fait  toujours  cet  angle  plus 
grandy  jufques  a ce  que  faifant  une  ligne  droite 
avec  cet  autre  côté , il  ne  fait  plus  d’angle. 

Proposition  IV. 

^ Un  des  côtez  de  l'angle  ne  peut  faire  en  tour- 
nant 'qu'un  tour  entier  ou  un  cercle , après  quoi 
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il fe  joint  avec  l'autre  côté.,  ^ ne  fait  avec  lui 
qu'une  feule  li^né,  ^ 4 

Proposition  V. 

Les  arcs  ou  portions  de  differens  cercles  décrits  g 
par  les  differens  points  dé  un  des  citez,  de  l'angle., 
font  dé  un  pareil  nombre  de  degrez. 

Le  point  du  côté  ABom  /?C  décrit  le  cer- 
cle le  point  Z le  cercle  ZZ  ; je  dis  que  les 
portions  de  ces  deux  cercles  comprifes  entreles 
■ rayons  /!B  & font  d’un  égal  nombre  de  de- 
vrez. Carpuifqu’ils  font  décrits  en  même  tems, 

U nous  divifons  ce 
tems  en  3(5omomens, 
autant  que  le  cercle  a 
de  degrez  ; dans  le 
premier  moment  oL', 

Z décrira  la  360®.  par 
tie  de  toute  fa  gran 
deur,  il  eft  évident 
que  X fera  auOÎ  une 
même  partie  ôli  cer- 
cle qu’il  décrit.  Car  comme  dans  un  même 
tens  ces  deux  cercles  entiers  s’achèvent,  aulîi 
chaque  partie  s’acheve  à proportion. 

Proposition  VI.  . • 

Du  fommet  dé un  angle.,  comme  dé  un  centre,  i® 
e^ant  fait  un  cercle , la  portion  de  ce  cercle  tom- 
prife  entre  les  cotez  de  cet  angle , efl  la  mefure  , 
de  cet  angle.  ^ ' 

Proposition  VIL 

Le  plus  grand  angle  ne  peut  avoir  pour  fa  me^  n 
Çure-  toute  la  demie  circotference. 

Car  lorfque  le  côté  AC  de  l’angle  BAC  y a , 
fait  en  tournant  la  demie  circonférence  BC£),  • 
que  C ell  venu  au  point  D , alors  il  ne  fait  plus 
qu’une  ligne  droite  avec  AB  : Car  puifqu’on 
. C 3 fup- 
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que  BCD  eftla  dertiiè  circonferencè^ 
il  faut  que  A D-^  AB  Ço\t  le  diamètre  du  cer- 
cle ; & .qu’aiufi  AD  & 

AB  ne  îbient  qu’une 
ligne  droite  qui  cou- 
pe le  cercle  en  deux 
parties  égales.  Tou- 
te la  circonférence 
du  cercle  eft  de  tfois 
Cens  foixantc  degrez, 

■ & par  conféquent  la 
demie  circonfwence 


de  cent  quatre-vingts  degrez;  ainfi  un  angîe 
ne  peut  jamais  être  de  cent  quatre-vingts  dé- 
gréz  : car  lorfque  le  côté  AB  e'I  venu  en  £>, 
AC  & AB  ne  font  qu’une  ligne  droite. 
Avertissement. 

Q»e  Ji  ACpaJfe  au-  delà  de  DA.  Çÿ  vient  en 
E,ttfe  formera  par  te  moyen  l'angle  BAE , pins 
p;rand  que  i8o  devrez, , que  quelques  Géomètres 
nomment  Revers  ^ Çÿ  qui  a ptur  fa  mefstre  Vdre 
BCDE.  On  ne  canfiderc  pas  ici  cette  forte  ePaff 
]Ae  , mais  feulement  celui  ÉAB  mefuré  par  l’arc 
EB  complément  de  Parc  BCDE  ak  cercle  enti&\, 
ainfi  qu^oH  le  va  expliquer. 


Dts  differentes  fortes  d’ Angles  par  rap- 
port à leur  ouverture  , ou  pâr 
rapport  au  Cercle. 

Avertissement. 

Il  y à de  trois  fortes  cP nngîès  , par  rapport  à 
leur'  ouverture  ou  au  cercle  , qui  font  , l’angle 
droit,  l’ancle  aigu,  Çÿ  l’angle  obtus. 

D Ê 1?  I N I T I O N I. 

Un  angle  àui  a pour  fà  inefiirè  la  moitié  dè  la 
demie  circonjèreneê  ^ ou  te  qùcrt  de  l’enticrê  cir- 

con- 
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cottferettce  M cercle  ^ c' ejî-à-elire  un  arc  de  qm- 
tre'Vtn^t-dix  degrez , s'appelle  Angle  droit. 

Ainli  fuppofant  que 
l’arc  A C ell  le  quart 
de  la  circonférence 
AC  DE , & par  confé- 
quent  de  nonanté'de- 
grez,  qui  font  le  quart  C| 
de  trois  cens  foixante 
degrez  que  vaut  tout 
le  cercle  * , l’angle  . 

ABC  qui  a pour  mefu- 
ré  cet  arc  /4C,eft  droit. 

Définit 
Un  angle  qut  a pour  fa  mefure  Un  arc  de  plus 
Me  nouante  degrez  y eji  dit  obtus. 

L’angle  FLsL  eft  obtus,  fig.  preced.  l’àrc  FC 
qui  le  mefure , étant  de  plus  de  nonante  degrez, 
puifqu’il  eft  plus  grand  que  le  quart  du  cercle 
AC. 

Defiisition  III. 


13 


, Un  angle  qui  a pour  fa  mefure  un  arc  qui  a I4 
moins  de  nonante  degrez , efl  appelle  aigu.  , 

L’angle  /B  A eft  aigu , ayant  pour  fa  mefure 
l’arc  moindre  que  l’arc  /f£  ae  nonante  de- 
grez , même  figure.  L’angle  aigu  peut  diminuer 
à l’infini.  Mais  l’obtus  ne  peut  augmenter  que 
jufqu’à  ce  qu’il  s’approche  infiniment  de  deux 
angles  droits.  ^ . 

Définition  IV. 

L'angle  aigu  qui  avec  l'obtus  vaut  deux  droitSy  15 
eft  appellif  le  complément  de  l'angle  obtus  au  de~ 
mi  cercle. 

Ainfî , figure  précédente , l’Angle  FB  F.  eft  lé 
complément  de  l’angle  obtus  CBFt  , , 

C 4 . Thèô- 

* L.  I.  N.  27. 
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T H E o ' R E M E I . ■ -, 

J g Une  ligne  perpendiculaire  fur  une  autre  ligne  ^ 

fait  avec  elle  deux  angles  droits  ; Çÿ  fi  elle  fait 
deux  angles  droits  ^ el.e  ejl  perpendiculaire. 

10.  h A eit  perpendiculaire  fur  A milieu  de 
CZ);  d’où  comme  centre  ayant  décrit  le  demi 
ccrcle'CÜZ),  parla  notionde  la  perpendiculai- 
re, les  lignes  ou  cordes  È 

BC  & HD  font  égales»; 
ainfî  les  arcs  qu’elles  fou- 
. tiennent  font  égaux  •>  : 6c 

fiartant  puifque  ClW  ell 
a moitié  de  la  circonfé- 
rence, eu  étant  ledia-C  A D 

métré  du  cercle , les  arcs  BC  & B Z)  en  feront 
]e  quart; donc  les  angles  BAC  & B/tD  ayant 
chacun  pour  mefure  le  quart  de  Cercle,  ils  font 
droits 

2°.  Il  eft  facile  de  démontrer  la  fécondé  par- 
tie; car  li  les  deux  angles  CAB  6c  DAB  mnt 
droits , les  arcs  BC  Su  BD  font  égaux , moitié 
chacun  de  la  demie  circonférence  ; mais  A 6c 
B étant  ainfi  en  égalediftancedeC’&deZ?,  la’ 
ligne  AB  eft  perpendiculaire'*. 

Theoreme  il 
JJ  "Toute  ligne  tombant  fur  une  autre , forme  deux 
' angles  égaux  à deux  droits.  Eucl,  I.  Prop.  I3. 
Soit  la  ligne  EA\  qui  tombe  fur  la  ligne  UC  y 
je  disque  l’angle  DAEy 
plus  l’angle  EAC  valent 
deux  droits.  Car  du 
' point  A comme  centre, 

’ ayant  décrit  le  demi  cer-Q 
cle  DEC,  6c  élevé  la  per- 
pendiculaire AB  y loit  que  l’angle  D/^jE.foit 

droit,. 

\ t fup.n.i\,  e L.l,  0.4}. 
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droit,  obtus,  ou  aigu  fuivantles  Définitions*, 
il  a pour  fa  mefure l’arc  DEy&i  l’angle  EAC  a 
pour  la  fienne  l’arc  üCf  ; ces  deux  arcs  font 
enfemble  la  demie  circonférence  du  cercle  é- 
galeà  180  degrez,  ou  à deux  droits  t- 
Corollaire  I. 

Il  ejl  évident  qu'une  infinité  de  lignes  tombant 
fur  une  autre  ligne  dans  le  même  point , forme- 
ront des  angles  qui  tous  enfemble  ne  vaudront  que 
deux  droits. 

Corollaire  II. 

Ainfi  deux  ou  plufieurs  lignes  fie  coupant  en  un  * 

point  lors  qu'elles  font  prolongées , forment  des 
angles  qui  tous  enfemble  ne  vaudront  que  quatre 
angles  droits. 

(^u’on  conçoive  tant  de  lignes  qu’on  voudra, 
qui  tombent  fur  CD  q 
au  point  A.  De  ce 
point  comme  centre 
ayant  décrit  un  cer- 
cle, la  mefure  de  C 
, tous  ces  angles  fera 
la  demie  circonfé- 
rence CGBÜ,  qui 
, efl  la  mefure  de 
deux  angles  droits.  Ayant  prolongé  les  côtez 
AB  AG , les  angles  qu’ils  feront  feront  aufll 
égaux  à deux  droits  : Donc  tous  les  angles  qui 
fe  peuvent  faire  autour  de  A font  égaux  à ' 
quatre  droits. 

Theoreme  III. 

Si  à un  point  de  quelque  ligne  droite  fe  rencon-  20 
trent  deux  autres  lignes  droites  .,faifant  avec  elle  de 
part  Çÿ  d'autre  deux  angles  égaux  à deux  droits  y 
ces  deux  lignes  fe  rencontreront  direQement.  Eu- 
clid.  I.  Prop.  14. 

C5  Les 
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Les  deux  lignes  droites  AB  & AC  fe  rencôtr- . 
trentau  point  A de  la  ligne  droite font 
de  Dart  & d’autre  de  cette  ligne  les  deux  angles 
EAB  & EAC  égaux  à deux  droits  : il  faut  prou- 
ver qu’elles  fe  rencontrent  direftement,  c’eft-à- 
dire  qu’elles  ne  font  enfemble  qu’une  feule  ligne 
droite. 

SoientB/^£-fCyf£ 
égaux  à deux  droits. 

Si  on  dit  que  BA  & 

AC  ne  font  pas  une 
feule  ligne, & que  B/f 
étant  prolongée  va  c 
en  D ; donc  par  le 
Theorême  précé-  ^ 

dent  les  angles  BAE  & EAD  vaudront  deux 
droits;  donc  ce  qui  eft  abfurde. 

T H E O R E M E IV. 

21  Deux  lignes  qui  fe  coupent  font  les  angles  eppo- 
fez  anfommet  égaux.  Eucl.  I.  Prop.  Ij. 

Les  deux  lignes  BC  &iEO 
fecoüpent  au  point  A.  Je  dis-® 
que  les  aiîgles  DAC  & BAE 
font  égaux,  comme  aufli  DAB 
& CAE. 

B AD  DAC  valent  deux 
droits  ; DAB  & EAB  valent 
aulîî  deux  droits  * ; donc  B AD  B 
-i-DAC=:BAD-+EAB-,  ô- 
tant  de  ces  deux  valeurs  égales  l’angle  commun 
B AD,  les  relies  EAD  & DAC  feront  ^aux. 
Par  le  même  raifonnement*  on  fait  voir  que 
BAD^EAC. 

Defini  Tioÿf  IV. 

22  Le  Sinus  d'un  arc , eji  la  moitié  dé  la  corde' 

du 
17. 
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du  double  de  cet  dre , oit  la  perpeùdiculatre  dbaij- 
fée  de  f extrémité  de  cet  arc  fur  k rayon. 

L’arc  JEB , Figure  fuivante^  eft  le  double  de 
l’arc  BD  ; la  ligne  BC , moitié  de  BE  cordedë 
B DE  eftfinus  tant  de  l’arc  B Z)  que  de  l’arc  BF, 
fôn  complément  au  demi  cercle  ; ainfi  les  arcs 
DE  & BF  égaux  enfemble  au  demi  cercle  ont 
un  même  finus , & font  réciproçiucment  com- 
î)lément  l’uh  de  l’autre  au  demi  cercle. 

Définition  V. 

Le  finus  d'un  angle  eji  le  finus  de  l'arc:  <{ui  le 
tnefure.  , 

Ainü  BC  qui  eft  fî- 
nusde  l’arc  B Z>,  mefu- 
re  de  l’angle  B AD , eft 
\q  finus  de  cet  angle. 

L'orfqu’uii  angle  eft 
obtus,  fon  finus  eft 
aufli  le  finus  de  l’angle 
aigu, qui  eft  fon  com- 
plément au  demi  cer- 
cle ; ainfî,  B Ç eft  finus 

de  l’angle  obtus  By^Faulîî-bien  que  dé  l’angle- 
âigu  B AD.  Mais  dans  la  fuite  l’on  ne  confideré 
que  les  finus  des  angles  aigus , s’il  n’eft  autrè- 
ment  expliqué. 

BC  étant  le  fihds  de  l'angle  B AD , on  appelle 
CD  compris  entre  l'arc  BD  .,1e  finUs  verje 

de  cet  arc  BD  ; donc  BC  eft  le  finus  qu'on  nomme 
finus  droit  you  fimplement  finus , Q 
CD  étant  toujours  diftiwuépàr 
finus  verfe.  La  ligne  DE  qui  p 
touche  l'arc  ED,^  qui  eft  termi- 
née par  AE  ^ AD  qui compr en'  j. 
stent  le  même  arc  yfe  nàmrne  tan- 
gente de  cet  arc  6*  de  P angle  BAD  ila  ligne  AE 
C 6 .S/  s'ap- 
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^'appelle  fécante  de  cet  attelé  Çj*  de  cet  arc.  On  a 
fupputé  les  rapports  ou  raifons  qu'ont  tous  les  dif- 
J erens  Jinus  avec  le  rayon  le  fuppofant  de  tant  de 
parties  par  exemple  de  lOCOO,  Il  y a desT'ables 
de  toutes  ces  fupputations , dont  on  retire  de  gyand's 
avantajres qui  font  expliquées  dans  Pexplication 
y l'ufage  de  ces  Tables. 

Theoreme  V. 

Les  angles  égaux  ont  des  Jinus  égaux  ; ^ fi  les 
Jinus  font  égaux.,  les  angles  font  égaux. 

1°.  Les  angles  CAB  &.G  EF  font  égaux. 
Ainfidc  leur  lommet  A & £,  &d’un  interval- 


le égal , ayant  fait  les  arcs  CB,  G£,qui  mefurent 
ces  angles , ces  arcs  feront  égaux  *.  Je  les  con- 
tinue de  forte  que  CB=:BM  GF=FN:  donc 
puifque  les  arcs  égaux  ont  des  cordes  égales  f ». 
CM  — GN‘,&.  par  conféquent  CO  & GP  les 
moitiés  de  ces  cordes  font  égales  ; or  ces  moi- 
tiés font  les  finus  des  angles  CAB  & GEF, 
fuivant  la  Définition  | j donc  les  finus  de  ces 
angles  font  égaux. 

> àiles  finus  CO  & GP  font  égauXjCA/=(7ArL 
iS:  partant  CBi\i  — GFN  \ donc  les  angles  CAB 
^ GBF  étant,  mefurez  par  les  moitiés  de  ces 
arcs  égaux,  ils  font 'égaux. 

T H F.  o- 

*fup,n.ïo.  ^ t.s.r.  SI.  i^fuf.n.xu 
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* • Theoreme'VI. 

Si  une  ligne  coupe  obliquement  deux  parallèles^  25' 
elle  forme  huit  angles , dont  il  y en  a quatre  d'al- 
ternes intérieurs  quatre  extérieurs.  Je  dis  que 
les  alternes  extérieurs  .^ou  intérieurs  font  égaux, 
Eucl.  I.Prop.  29. 

Il  faut  prouver  que 
AFE=.HGD 
ÀFG=iFGD.  Les 
deux  premiers  font 
alternes  extérieurs, 

& deux  les  autres  aL 
ternes  intérieurs. 

Demonstratio  n.. 

Je  mene  entre  les  deux  parallèles  les  peroeiï- 
diculaires  FK  & G/,  qui  font  égales  *.  D’un 
même'intervalle  G/*',  & des  centres  G Je 
fais  les  zxesAG  & DF,mefuredes  angles /^/'G 
& FGD.  Les  finus  de  ces  arcs  ou  angles  font  les 
perpendiculaires  égales  GI  & FK  *>.  Ces  angles 
font  donc  égaux  & AFE  & AFG  valent  deux 
droits  <* , comme  FGD  & DGH\  ainli  AFE 
— 1-  AFG  = FGD  —H  DG  H.  Otant  de  part  & 
d’autre  les  angles  égaux  AFG  &fG£),  reliera  • 
AFEzszDGH. 

Autre  Demonstra-tion. 


Si  Ton  conçoit  que  AB  tombe  toujours  pa- 
rallèlement à elle-même  jufqu’à  ce  qu’elle  arri- 
ve à CD , & que  le  point  /'s’unifle  avec  le  point 
G ; il  efl:  clair  qu’elle  la  couvrira  parftiitement.  ' 
Alors  l’angle  deviendra  CGF\  mais  CG  F 
= tiGD  «.  Il  en  efl;  de  même  des  autres. 

T H E O R E M^E  VIT. 

Si  une  ligne  joignant  deux  autres  lignes  fait  les 
C 7 . an- 

» L.i.tt.fs-  b fup.n. 2i.  efup.n.n,  • 

Afup,  ».  17.  ef»f.  ».  xt\ 
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angles  alternes  égaux  ^ ces  deux  lignes  font  par aU 
Mes.  Eucl.  I.  Prop.  27  • 

Si  AFG  & FG  D 
( même  figure  ) font 
égaux , leurs  finus  Gl 
& FK  font  égaux  » , 

G/ell  perpendiculai- 
re fur /^B,&  F K.  fur 
CD  , par  la  Défini- 
tion des  finus*”, par- 
tant les  deux  lignes  A3  &.CD<^y  font  parallèles. 

TheoreMe  VII L ^ 

27  Une  ligne  coupant  deux  ou  plufieurs  paràlleleSy 
tous  les  angles  qu'elle  fait  avec  elles  d’une  même 

^ part , font  égaux.  i 

Il  faut  prouver  que  GAT=tdBXrzBCZ , que 
TAB  = XBC=:ZCH,  & qu’il  en  eft  de  même  de 
Fautre  part , que  GAF=z ABE  =iBCl ^ &FAB 
razEBC-rzICii.  G 

10.  ZCB:=CBEà, 

&CBA'=//BA'‘:Donc 
ZCBzciCBEtsXBA.f 
Ainfi  félon  l’Axiome 
que  deux  grandeurs  é-  je 
gales  à unetroifieme, 
font  égales  y ZC B ^ 

= XBA.  On  démon-  «• 

trera  de  meme  q\xeGAT::=ABX,  &le  refte^ 
THEOREME  IX. 

28  Si  une  ligne  tombant  fur  plufieurs  autres  lignes 

' ' fait  avec  elles  des  migles  égaux  pris  du  même  jens '' 
ces  ügnes  feront  parafieles.  Eucl.  I,  Prop.  28. 

GAT—fTAB  , {fig.précéd  ) valent  deux 
droits,  comme  auffl  GBX-^  GBE*.  Otant 
donc  de  ces  deux  «louts  égaux  les  angles  GATà: 

. X GBX  • 

zfup.n.i^.  hfttp.n.ti,.  cL.i.n.71, 
i./ttp,n.is.  cA*^.  H.2I.  îfap.n.  17k 
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GBX  qu’on  fuppofe égaux,  les  aiîgïès  alternes 
TAB  & GBE  relieront  égaux.  Donc  * les  li- 
gnes T^X  font  parallèles.  On  démontrera  de 
'la  même  maniéré  que  T’  & Z , ou  A'  & Z font 
parallèles. 

PROBLEME  L 


D'un  point  donné  fur  une  ligne  droite , décri-  29- 
re  un  ai^le  reéliligne  égal  à un  angle  donné.  Eu- 
clid.  I.  Prop.  2. 

Du  point  donné  A fur  la  droite  Z,  il  faut  dé- 
crire l’angle  CAB  égal  à l’ângle  EDF.  Du  point 
D , 'Comme  centre,  je  fais  l’arc  Ef'.  apres  du^ 
point  donné  A comme  centre , & de  l’interval-  «- 
e DE  , je  fais 
e cercle  X, 
dont  jé  prens 
l’arc  bC  égal  à 
l’arc  E F y au 
moyen  des  cor- 
des égales  ÊFy 
jBC  t;  ènfuite 
menant  de  C au 


4M  UiiW 

güé  droite , l’angle  CAB  fera  celui  que  l’on  pf o- 
pofoit  de  faire  égal  à EDF%  car  ils  ont  pour 
mefure  des  ârcs  égaux;  ainfi  ils  font  égaux  t- 

Problème  II. 


D'un  point  donné  hors  d'une  menef  une  3*^ 
ligne  droite  fur  une  autre , qui  fajfe  avec  elle  ni* 
angle  égal  à un  angle  donné. 

ùoit  donné  le  point  D duquel  ilfau^mèrier 
une  ligne  droite  fur  Z , qui  faflé  avec  elle  un 
angle  égal  à A'. 

Sur  Z dans  quelque  point  que  ce  foit  pris 
à difcretion,j’éleveune  ligne  telle  que /^C,  qui 
-,  par 
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par  leProblême  pré- 
' cèdent  fafle  l’angle 
CAQ  égal  à l’angle 
donné  X.  Si  cette  li- 
g^e  pafle  - par  le 
point  L> , le  rroblê- 
me  eft  achevé. 

Si  elle  n’y  pafle 
pas,  je  mene  par  D 
une  ligne  parallèle  kCA*,  donc  DEB^CAB 
=: XK  Ainü  DEBi=X. 

PROBLEME  III. 

«I  CoMer  un  angle  en  deux  parties  égales.  Eu-  • 
clid.  I.  Prop.  9. 

L’angle  donné  eft  BAC\  ayant  fait  fes  deux 
càtezAB  &AC  égaux,  il  faut  les  joindre  par  la 
ligne  BC , fur  laquelle,  & du  point  Payant  .me- 
né une  perpendiculaire  A 

AG  *^,BD=z  UC  partant 
concevant  que  l’arc  BGC 
efl:  partie  d’un  cercle  dont 
yf eftle centre,  AB  & AC 
les  rayons , & BC  la  corde 
. ^ coupée  en  deux  également 
par  ladite  perpendiculaire 
^G,l’àrc  BC  le  fera  aufîî  G 

au  point  G « ; ainfi  l’arc  B G fera  égal  à l’arc  GC‘ 

& partant  les  angles  BAG,  G AC  qu’ils  mefu- 
rent  f feront  égaux.  Donc  l’angle  BAC  eft 
coupé  en  deux  également. 

^ Theoreme  X. 

21  U angle  mixte  compris  entre  le  cercle  ^ fa 

tangente . efl  plus  petit  cité  aucun  angle  reéîtligne. 
Eucl.  III.  Prop.  16.  * 

On  ne  peut  mener  une  ligne  droite  entre  le. 


a£.i.K.7X.  hfup.n.zT.  c L.i.n.^6. 
•' L.!l.  ».  t4.  ijilf.  11.10, 


cer- 
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cercle  & la  tangente  *.  On  ne  peut  donc  diyifcr 
l’angle  mixte  que  fait  le  cercle  avec  la ‘tan- 
gente ; ainfî  cet  angle  eft  plus  petit  qu’aucun 
angle  reâiligne.  - 

Avertissement. 

C'a  été  une  grande  dtfpute  , Ji  l’angle  était  une 

efuantité  qui  fe  püt  diviferÿ  ^ ce  qui  en  a fait 
douter , -c  e fi  la  mauvaife  définition  qu' Euclide  e» 
donne.  L’idée  que  nous  en  avons  donnée  en  le  défi- 
uiffànt  ,•  Fouverture  des  deux  lignes  qui  fe  ren;-  , 
contrent  indireflement , renferme  un  efpace^ 
par  conféquent  une  grandeur  divifible. 


SECTION  II. 

De  la  comparaifon  des  Angles  , & de 
leur  differente  pofition  au  regard 
d’un  Cercle. 

Avertissemen^t. 

La  mefure  d’un  angle , comme  nous  avons  dit., 
eft  V arc  du  cercle  qui  a pour  centre  te  fommetdu- 
dit  angle.,  ^ pourtermes  les  cotez  qui  le  forment.  ^ 
Or  le  fbmmet  d’un  "'angle  peut  fe  trouver  dans  un 
cercle  au  centre  , ou  hors  le  centre  ; dans  la  cir- 
conférence , ou  hors  la  circonférence  ; €5*  tous 
ces  cas , quoique  ce  fait  toujours  le  même  angle , 
il  donne  lieu  à differentes  confiderations . 

Définition  I. 

L’Angle  dont  le  fommet  e[l  dans  la  circonféren- 
ce du  cercle , y les  cotez  dans  le  cercle  , eft  33^ 
appellé  Angle  à la  circonférence , comme  BAC.  f 
Euclide  appelle  Angle,  inferit , celui  qui  ' 
eft  dans  la  circonférence;  & cir.confcrit  ce- 
lui qui  eft  hors  le  cercle , & dont  les  côtez 

' tou- 

I.  «•  t Voy,  la  Fig.  fuir. 
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' ^bît  l’angle  CBE  ^ îFarmé  par  la  tangente  CB  y 
oc  par  la  corde  Ü£ , il  faut  prouver  qu’il  a pour 
xhefurc  la  moitié  de  Tare  bE. 

Soit  mené  le  diametré  C 

GH  coupant  l’arc  & la 
corde  Eii  tn  deux  par- 
ties égales  ; & foit  encore 
tiré  le  diamètre  /f/'  paral- 
lèle à la  corde  EB  j & le 
rayon  ÂB  pallant  par  le 
point  d’attouchement , il 
formera  l’angle  au  centre 
G/ffi , qui  a pour  mefure 
l’arc  GB.  Il  n’y  a donc  qu’à  prouver  que  l’angle 
CB  £ lui  eft.  égal  : ce  qui  eft  évident  ; car  l’angle 
CB  A eft  droit  aufti  bien  queranglêG^£*  : mais 
l’angle  EBA  eft  égal  à l’angle  I^AF,  parce 
qu’ils  font  alternes  f.  Donc  ôtant  ces  deux 
• angles  égaux,  favoir  FA  B de  GAE  qui  eft 
droit  AB E de  l’angle  droit  ABC  , les  reftes 

BAG  & CBE  feront  égaux.  Or  BAG  a pour 
■ mefure  l’arc  6G;  donc  cBE  qui  lui  eft  égal, 
a pour  fa  mefure  un  arc  égal  à BG , moitié  de 
BG£;  ce  qu’il  falloit  prouver. 

On  prouvera  par  un  fémblable  raifohnement, 
q^ue  l’autre  angle  ÜBE  ti  pour  la  mefure  l’arc 
B//,  moitié  de  l’arc  B/f£,  compris  dans  ledit 
angle  entre  la  tangente  BD  Scia  corde  BE,en 
ajoutant  aux  anglesdroits  ,£////,  les  an- 
gles alternes  égaux  EBA,  BAF,  au-lieu  que 
pour  la  précédente  démonftration  oh  les  en  a 
retranchez. 

CoROLLÀtRE. 

■ li  tji  évident  qae  fi  l'ûH  fait  pafferektre  la  taà'  38- 
gente  ^ la  corde , uae  infiftité déportions  de  çircon- 

/«- 


Elémem  de  Gêometrte. 


39 


40 


ferences  de  cercles  ^coupées  par  cette  corde  pfohn* 
gde , elles  feront  toutes  d'un  e'gal  nombre  de  degrez,^ 
puifjtdeiles  ferviront  de  me-  a 
fure  à un  meme  angle. 

Car  l’arïgle  b'AC  ayant 
pour  mefure  la  moitié  de 
de  de  .-/A,  &c. 
s’il  étoit  par  exemple  de  dix 
degrez , toutes  ces  portions 
feroient  chacune  de  vingt 
degrez. 

TheoremeH. 

L Angle  à la  circofference  a pour  mefure  ^ la 
mottid  de  l'arc  fur  lequel  H cft  appuyé.  '* 

Soit  l’angle  Zi //C.  Il  faut  prouver  qu’il  a pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  ÜC.  Soit  mené  par  le 
point  de /A  la  touchan- 
te ED  ; elle  formera 
deux  nouveaux  an- 
gles EAB,  & Z)/ZC, 

^i  par  le  précédent 
Théorème  auront 
pour  mefure  la  moitié  „ 
des  arcs  AB^  AC  ; mais 
les  trois  angles  qui  fe  ’ 
forment  au  point  A 
font  égaux  à deux 
- droits  *;  donc  ils  ont  pour  mefure  la  moitié  de  la 
circonférence  du  cercle  f ; donc  les  mditiez  des 
1 ® "Çf^^i^tmeliires  des  angles  BAL  & 
la  moitié  du  relie  du  cercle,  c’ell-à-dire 
la  moitié  de  ÜC , fera  la  mefyre  de  B AC. 

ÇOI^OLLAIRE  I. 

'I  fl*  évident  que  tous  les  angles  à la  circonféren- 
ce d un  cercle^  qui  s' appuyent  fur  le  même  arc. 
font  égaux.  Eucl.  lU.  Prop.  21. 

, . ^ Aiirfi. 
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^inflles  angles  ABC  ADC  ^ 
en  quelque  endroit  de  la  eircon- 
ference  A B Ü C qu’ils  foient , 
font  tous  égaux;  car  ils  ont  tous 

{)Our  leur  mefure  la  «moitié  de 
’arc  AC , fur  lequel  ils  font  ap- 
puyez : partant  ayant  une  même 
mefure,  ils  font  égaux. 

Corollaire 

L'Angle  du  centre  ejl  double 
de  l'angle  à la  circonférence  qui 
s' appuyé  fur  le  même  arc.  Euell 
Ili.  /rop.  20. 

vSoit  l’angle  C AD  au  centre, 

& CED  à la  circonférence  ; if 
C't  clair  qüe  ce  premier  qui  a ^ 
pour  mefure  tout  l’arc  CD  eft  ^ 
double  de  C £) , qui  n’en  a 
que  la  moitié. 

C O ROLLAI  RE'ÎII. 


Dans  des  cercles  égaux  , les  angles  égaux  {fait  4* 
qu'ih  foient  ou  au  centre  ou  à la  circonférence , ) 
font  appuyez  fur  les  arcs  égaux.  Eucl.III.  Prop.ad. 

Si  cela  n’étoit  pas, ces  angles  ayant  desme- 
fures  inégales,  ils  feroient  inégaux;  & on  les 
fuppofe  égaux. 

Corollaire  IV. 

Dans  des  cercles  égaux , les  angles  (fait  au  centre  43 
OH  à la  circonférence , ) qui  font  appuyez  fur  désires 
égaux, font  é^aux.'ÈucUd.  III.  Prop.  27. 

Ils  ont  des  mefures  égales  ; ils  font  donc 
égaux. 

Corollaire  V. 

L* angle  à la  circonférence  dans  le  demi-cercle  , 44 
OH  qui  a pour  bafe  le  diamètre  du  cercle , ejl  droit. 

Eucl.III.  Trop.  31.. 
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Car  il  eft  appuyé  fur  la  demie  circonférence, 
doncla  moitié , qui  cil:  de  nonante  degrez , eu 
la  melüre  de  l’angle  droit  *. 

Corollaire  VL 

.45  L'angle  dans  le  grand  fegment  ejl  aigu.  EucL 
III.  Prop.  31.  • 

Car  il  eft  appuyé  fur  un  arc  moindre  que  la 
demie  circonférence  ; ainfi  la  moitié  de  cet  arc, 
qui  eft  fa  mefure , eft  moins  de  nonante  degrez; 
partant  cet  angle  eft  aigu  f. 

' CoROLLA^IRE  VIL 
4<s  L'angle  dans  le  petit  fegment  ejl  obtus.  EucL 

• III.  Prop.  31. 

Car  il  elt  appuyé  fur  un  arc  plus  grand  que 
' la  demie  circonférence , dont  la  moitié  qui  eft 
la  mefure , eft  de  plus  de  nonante  degrez  : pat- 

• * tant  cet  angle  eft  obtus  |. 

Corollaire  VÏII. 

47  Les  angles  à la  circonférence  étant  oppofez , Çÿ-" 
s'appuyant  fur* les  mêmes  points font  égaux  à 
deux  droits.  C 

Soient  les  angles 
, & £)  ; il  eft  clair  qu’ils 

ont  pour  mefure  la  moitié 
dès  arcs  ABD^  & ACD  : 

& par  conféquent  la  moi- 
tié de  toute  la  circonfe- 
. rence , qui  vaut  deux  fois 
nonante  degrez  ; ainfi  ces 
deux*angles  ayant  pour  mefure  enfemble  la  va- 
leur de  deux  angles  droits , font  égaux  à deux 
droits. 

PROBLEME  I. 

4S  Couper  un  fegment  d ins  le  cercle , qui  foit  eu** 
pqble  d'un  angle  donné.  Eqcl.  III.  Pfop.34., 

Soit 

♦ «.  IX.  t f“f> »•  *4»  + + /»/. i9. 
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Soit  le  cercle  X duquel  il  faut  retrancher  un 
fcgment  capable  de  contenir  un  angle  égal  à 
l’angle  donné  , ou  ce  qui  eft  le  meme , que 
l’angle  qui  fera  appuyé  fur  l’autre  fegment  ref- 
tant  foit  égal  a l’angle  donné  //. 

je  mene  Z^/^qui 
touche  le  cercle  A », 

& fur  D F \ç,  mene 
D E une  fécondé  li- 
gne qui  fafle  avec 
D F un  angle  égal  à 
l’angle  , tout  angle 
infcrit  dans  le  cercle 
Afqui  eft  appuyé  fur 
Dt , a pour  fa  mefu- 
re  la  moitié  de  l’arc  Or  la  moitié  de  cet 

arc  eft  la  mefure  de  l’angle  EDF^  égal  à 
donc  on  a fait  ce  qui  étoit  proppfé  ; c’eft-à- 
dire,  que  tout  angle  infcrit  dans  le  cercle  AT, 
dont  la  bafe  fera  l’arc  en  quelque partdg 
la  circonférence  du  cercle  que  foit  fon  fom- 
met,  il  fera  égal  àfangle  Â. 

PROBLEME  II. 


7’rouver^  le  cercle  dont  le  fegment  terminé  pan 
une  ligne  donnée , foit  capakle  cf  un  angle  égal  à 
un  fngle  donné.  Euclid.  III.  Prop.  33. 

Spr  BD  foit  fait  l’angle  F BD  égalà  l’anglq 
iCe,  au  point  H foit  élevée  B C perpendiculaire 
fur  B Fi , & furie  milieu  de  BD  une  autre  per-, 
pcndiculaire  , qui  coupera  BC  au  point 
d’o'u  ayant  décrit  un  cercle  de  l’intervalle  BC^‘ 
on  aura  le  cercle  que  l’on  cherchoic  ; ce  qu’U 
faut  prouver. 

Bi*’ perpendiculaire  fur  le  rayon  BC,  tou- 
che 
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che  ce  cercle  *. 

L’angle  FiiD  a 
pour  fa  mefure 
un  arc  égal  à la 
moitié  de  l’arc 
BD  tous  les 
angles  inlcrits 
dans  ce  cercle  & 
appuyez  fur  nD 
font  égaux  , & 

ont  pour  leurmcfurelamoitiéderarc  BD4.;ils 
font  donc  égaux  à l’angle  FB  D ik.  partant  à 
l’angle  K , a qui  on  a fait  égal  tBÜ. 

Avertissement. 

De  ce  que  l'on  a prouvé  que  tous  les  angles  ap- 
puyez fur  le  mime  arc  fo/;t  c-^aux  , un  apprend  ‘ 
le  moyen  de  faire  une  ponton  de  cercle  de  tant  de 
devrez  que  l'on  voudra^  J ans  compas  , ou  jans  a- 
vôir  le  centre  de  ce  cercle , ce  qui  efl  d'une  gran- 
de utilité. 

AB  eji  la  corde  d'un  arc  propefé^ou  de  la  por- 
tion dé  un  cercle^  laquelle  il  faut  tracer.  On  veut 
que  cet  arc  foit  de 
dix  degrez  , ain/i 

l'angle  infcrit  dans  . \ 9 

fa  mefure  la  moi- 
tié de  35'0  degrez , D ' £ 

ou  de  i rois  cens  fui- 

xante  degrez,  moins  dix  , c'ejl  à-dire  , que  Cet 
angle  fera  de  cent  foixante  qumze  degrez.  ‘ ye 
dijpofe  donc  les  deux  règles  droites  CD  CE , 
forte  que  l'angle  DCE/o/#  de  cent  futxante-quin- 
ze  degrez  y ^ je  les  joins  enfemble.  ye  plante 
deux  clous  à l' extrémité'  de  la  corde , A ^ B , 
après  quoi  tournant  le  point  C enjorte  que  les 
^ deux 

Io<«  f/ap,  ».  57*  + Apl  î>«  + Ff'  »• 
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^^eKx  rhles  CD  ^ CE  rafent  toujours  les  clous 
A ^ Df  je  décriras  la  It^ne  circulaire  A C B j 
^ui  J'era  l'arc  que  l’on  cherchait . 

Par  -ce  moyeu  on  peut  décrire  la  portion  d'un 
cercle,^  quelque  grandeur  que  puiffe  avoir  ce  cer- 
cle. Cette  operation  efi  mécanique  ^ en  voici  une 
qui  eji  géométrique. 

PROBLEME  III. 

La  corde  d'un  fegment  de  cercle  étant  donnée  jo 
avec  l'angle  dans  ce  fegment^  trouver  les  points 
par  oit  pajj'e  Parc  dont  la  corde  ejl  donnée , fans 
connoitre  ni  chercher  le  centre  du  cercle , dont 
cet  arc  efl  partie. 

La  corde  donnée  du  fegment  qu’on  vîeut  dé- 
crire , efl:  AB.  Je  tire  la  ligne  B Z>,  faifant  quel-  • 
qu’angleavec  B A.  Enfûitedansun  point  de  cet- 
te ligne  pris  à diferetion,  ‘je  fais  rangle  ECF 
égal  à l’angle  donné  ; en- 
fuite  je  menepar  A une 
ligne  parallèle  à £C;ainli 
l’angle  AFB  efl:  égal  à 
ECF*  y & à l’angle  don- 
né: partant  l’arc  propo- 
fé,  félon  ce  <^ui  vient 
d’être  démontre , paffepar  F.  Par  une  fem-' 
blable  operation , je  trouve  les  autres  points 
par  o'u  pafle  cet  arc,  fans  qu’il  foit  néceflaire 
de  chercher  le  centre  du  cercle  dont  cet  arc 
fait  partie. 

THEOREME  III. 

* L'angle  dont  le  fommet  efl  dans  la  circonferen- 
ce  y fait  par  une  corde  ^ par  une  fée  ont  s prolon- 

f'ie  hors  le  cercle , a pour  fa  mefure  la  moitié  de 
'arc  de  la  corde  y plus  la  moitié  de  l'arc  de  la 
fée  ante. 

Soit  AB  une  corde , & CD  une  fécante  pro- 
D ' Ion- 
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longée  hors  le  cercle , dont  une  partie  efl  la 
corde  de  l’arc  Il  faut  prouver  que  l’angle 
B/àD  formé  par  la  corde 
y!  B , & la  fécante  CD,z. 
pour  fa  mefure  la  moitié 
de  l’arc ///i,  plus  la  moi- 
tié de  l’arc  Av.  C 

Les  deux  angles  CAJi 
& B AD  font  enfemble 
égaux  à deux  droits  * ; ils 
ont  doncpour  leurmefu- 
ïe  la  moitié  de  la  circonférence  du  cercie  •’;mais 
Tangle  CAB  a pour  fa  mefure  la  moitié  de  l’arc 
CB  c:  l’angle  BAO  reliant  aura  donc  pour  fa 
mefure  les  moitiez  de^  arcs  rellans  CA , AB 
qui  avec  l’arc  CB  font  le  cercle  entier. 

Theoreme  IV. 

angle  formé  Par  la  feéiio»  de  deux  cordes  qui 
fe  coupent  au  dedans  d'un  cercle , a pour  fa  me- 
fure lafomme  des  moitiez  des  arcs  fur  lefqstels  il 
s'a^uye. 

Soit  D le  fommetde  l’angle  dans  le  cercle. 
Il  faut  prouver  qu’il  a pour  fa  mefure  la  moi- 
tié des  arcs  AE  & DC.  Si  B étoit  le  centre, 
cela  feroit  évident.  QuelepointG^foitle  cen- 
tre , je  mene  par  G des 
parallèles  aux  côtez  de 
l’angle  CBD.  Cet  an- 
gle efl -égal  à l’angle 
IG  //<* , dont  la  mefu- 
rc  cil  l’arc ///.  Iln’ellj) 
donc  quellion  que  de 
prouver  que  l’arc  .^7 
cil  la  moitié  des  arcs 
DC^AE. 

bf»p.  n.ii.  djMf.  n.»7. 
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Iæs  arcs  ///  & FL  font  égaux  •.  Dlis.  AL 
& C IIz::EF'>.  Ot  HIzzsA  £^AL-+EF.  ' 
Comme  aufli  H l:=DC-~C H Qou  EF)  — DI 
fou  Al  , ) c’eft-à-dirCj  HI:=zDC—EF—  AL. 

Par  conféquent HI—F III  =^AE—\- AL  — j- EF 
->rCD  — EF—  AL.  Ot  A L EF— A L 
— £F=zero.  Donc ///-+ ///(ou  2///) 

= AE-\-DC.  Par  conféquent  Tare  v//eft  aufïï 
la  moitié  des  arcs  DC  à.  A E,  qui  font  ainfi  la 
mefure  de  l’angle  CB  D égal  k IG  H ^ doot 
l’arc  III  eft  la  mefure. 

THEOREME  V. 

L* angle  dont  le  fommet  'efl  hors  du  cercle , mass  53 
dont  les  cotez  le  traverfent , ^ s' appuyent  fur  la 
circofrference , a pour  fa  mefure  la  moitié  de  l'arc 
concave  moins  la  moitié  de  l'arc  convexe. 

Soit  l’angle  BAC.  Je  dis  qu’il  a pour  melure 
la  moitié  de  l’arc  BC , moins 
la  moitié  de  DF. 

Je  mene  parD  une  paral- 
le  à //Ce;  ainfi  l’angle  B //C 
eft  égal  k BD  E^  y qui  a 

Î)Our  fa  mefure  la  moitié  de  B 
’arc  B/  Les  arcs  CE  & 

DFfont  égaux  fOr  BEssBC 
— CEydoncBEz=BC—üF. 

Donc  la  moitié  de  B £ eft  égale  à la  moitié 
de  BC—DF.  Ainfi  puifque  l’angle  B AC  z 
pour  fa  mefure  la  moitié  de  B£;il  apourme- 
lure  la  moitié  de  l’arc  concave  BC  , fur  lequel 
il  eft  appuyé , moins  la  moitié  de  l’arc  convexe 
DFi  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Theoreme  VI. 

L'angle  dont  les  cotez  touchent  le  cercle , a pour  - . 

D 2 me 
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nrfure  la  moitié  de  Varc  concave  moins  la  moitié 
de  i' arc  convexe. 

Soit  l’angle  B dC,fes  côtez dB , ÂC , tou- 
chant le  cercle.  Il  faut  prouver  qu’il  a pour  me-  • 
fure  la  moitié  de  BEC 
moins  la  moitié  de  BEC, 

Je  mene  par  C un  des 
points  d’attouchement 
CE  parallèle  iAB*^  l’an- 
gle /i/fC  eft  égal  à l’an- 
gle DCE  f.  Or  DCE  a 
pour  là  mefiire  la  moitié^ 
de  l’arc  CE4-» 

9ufli  de  C A ts  partant 
' relie  à prouver  que  l’arc 
BEC -B  te  elt  égal  à 
Tare  CE.  i°.  L’arc  B EC  —BE  ell  égal  i 
l’arc  E C.  2°.  Puifque  X l’arc  B C eü.  égal  à 
l’arc  B E : donc  BEC  BEC  EC\  f c 
qu’il  falloit  prouver. 


' . . SÉC- 

+A/i»iî7»'  t.'t.Xi».». 
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SECTION  III. 

Des  Triangles. 
Définition  I. 

LJS  triangle  eji  me  furface  bornée  par  troh 
lignes.  Il  y en  a de  fix  efpeces  : trois  par 
rapport  aux  C'  tez , ^ trois  par  rapport  aux  angles^ 
Définition  II. 


Le  trian- 
gle qui  a 
J'es  trois  co- 
tez, égaux  eJi 
appellé  équi- 
latéral., com- 
me ABC. 


5« 


Définition  IIL 
Le  triangle  qui  a feulement  deux  cotez  égaux 
ejl  nommé  ifofcele.,  comme  HGI.  fig.  précéd. 
Définition  IV. 

Le  triangle  dont  Tes  cotez  fon  inégaux-  eJi  nom-  58 
mé  Scalene ^comme  DEF.  fig.  précédente. 

Définition  V.  « 


Le  trian- 
gle qui  a 
un  angle 
droit  , efl 
appellé  Rec- 
tangle , com- 
me LKM. 


Définition  VI. 

Le  triangle,  qui  a un  ar^le  obtus  ^ efl  nommé 

D 5 Ob- 
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ObtttsaagU ^ ou  Ambligone^  comme  DE 


P 1 
fl  ht  trian- 
gle qui  a 
tous  Jes  an* 
gles  aigus 
ejl  ttppellé 
Acutangle  , 
ou  Oxygone: 
comme  ABC. 


Définition  VIII. 
f 2 Un  triangle  efi  dit  infcrit  dans  le  cercle , lorfqut 

le  fommet  2f  [es  trois  angles  ejl  dans  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle , Çÿ  suors  ce  cercle  efi  dit  Cir*  * 
confcrit  à ce  triangle. 

Définition  IX. 

62  triangle  efi  dit  cir confcrit  à un  cercle^  lorf* 

que  fes  angles  font  hors  du  cercle  cjuefes  cotez 

touchent  ce  cercle alors  ce  cercle  efi  dit  itfcrit 
dans  ce  triangle. 

• DefinitionX. 

64  • Deux  triangles  font  dits. équiangles  J lorfque  les 
angles  de  Pttn  font  égaux  aux  angles  de  l'autre  , 
chacun  à chacun. 

‘ Définition  XI. 

Deux  triangles  font  dits  entièrement  égaux , lorf- 
. qu'étant  équiangles , les  cotez  qui  comprennent  les 
angles  de  P un  font  égaux  aux  cotez  qui  compren- 
nent les  angles  de  l'autre , chacun  à chacun. 

THEOREME  I. 

66  Dans  un  triangle  deux  de  fes  co- 
tez , quels  qu'ils  foient  , font  plus 

frands  que  le  troifieme.  Eucl.  I. 

*rop.  20. 

AB-fBC  font  plus  grands  que 
AC:  On  a dit  qu’entre  deia  points 
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J & C on  ne  peut  concevoir  aucune  ligne 
plus  courte  que  la  droite  AC  *. 

Corollaire. 

Abtjî  OH  ni  peut  faire  an  triangle  de  trois  lignes  ^7 
donn/es^  fi  deux  de  ces  lignes  ne  font  plus  gran- 
des que  la  troijieme.  Eucî.  1.  Prop.  22. 

PROBLEME  I. 

Trois  lignes  étant  données ^en  former  un  triangle.  (Jg 
Eucl.  I.  Prop.  I.  & 22. 

Soient  les  trois  lignes  données  A^B^C.  D’ime 
des  extrémitez  de  ces  trois  li- 
gnes , par  exemple  de  C,  je  fais 
un  arc  de  l’intervalle  de  ; & o* 
de  l’autre  extrémité,  je  fais  un 
autre  arc  de  l’intervalle  de  fî;  ^ /J 
enfuite  ayant  mené  du  point  *9 
o'a  ces  deux  arcs  fe  coupent,  les 
deux  lignes  //  aux  extrémi- 
tez de  C,  le  triangle  fera  fait, 
dont  les  côtez  par  la  conftruc- 
tion  feront  égaux  aux  lignes  données, 

PROBLEME  II. 

Sstr  une  ligne  donnée  décrire  un  triangle  iqui‘ 
latéral. 

Soit  la  ligne  donnée  A3.  Il  faut 
de  l’ouverture  de  cette  ligne , & de 
- fes  extrémitez  A 5c  B comme  cen- 
tres , décrire  deux  arcs  ; du  point 
oîi  ilsTe  couperont , menant  des 
lignes  par  /^  & par  on  aura  un  A 
triangle  é^ilateral. 

PROBLEME  III. 

Circonfcrire  un  cercle  à un  triangle  donné» 
Eucl.  IV.  Prop.  ?.  ^ 

D 4 C’eft 

n L.  i,  n.  lu 
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C’efl  la  même  chofe  que  de  faire  pafler  utt 
cercle  par  trois  points  donnez  *.  ' , ^ 

Corollaire 

71  II  eft  évident  que  pour  trouver  un  pint  égale-- 

ment  éloigné  de  trois  points  donnez  , qui  ne  font 
pas  fur  une  même  ligne  ^ U faut  décrire  partes 
trois  points  un  cercle’,  le  centre  de  ce  cercle  fera- 
le  peint  cherche.  t t 

Definitio.n  XII.  ^ 

72  - U on  appelle  angle  extérieur  de  tout  triangle, Van- 
gle  formé  par  le  prolongement  d'un  tks  cotez- 

Dans  le  triangle  B/tC , figure  fuivante , ayant 
prolongé  BC  en  D , l’angle  AÙD  eft  nomme 
l’angle  extérieur,  conlideré  comme  oppofé  aux 
deux  intérieurs  CAJ  à.  ABC. 

Theoreme  il 

73  L'angle  extérieur  d'un  triangle  eft  égal  aux. 
deux  intérieurs  oppofez.  Eucl.  1.  Prop.  32. 

Je  mene  CE  parallè- 
lement k AB,  je  par- 
tage ainfi  l’angle  cxté-  . 
rieur  ACD  en  deux  ân- 
es/IC£  & £CD,  qu’il 
ut  prouver  égaux  aux 
deux  intérieurs  oppo-  B 
fez , ce  qui  eft  évident; 
car  ABCrzECD  fj 
BAC=:ACE\. 

Corollaire. 

74  Donc  l'angle  extérieur  eft  plus  grand  qu'aucun 
des  intérieurs  oppofez.  Eucl.  I.  Prop.  16. 

Il  faut  bien  que  cela  foit,  puifque  cet  angle 
extérieur  eft  égal  aux  deux  intérieurs  oppofez  , 
ainfi  qu’on  vient  de  le  démontrer. 

Theoreme  III. 

*5  Les  trois  angles  d'un  triangle  font  enfemhle 

‘ . égaux.. 

I. ’s.fTi  ^/op.n.vj. 


Dtgitized  by 


» 


Livre  IL  SetlionllL  8i 

Igaux  h deux  angles  droits.  Eucl.  I. ’Prop.  32. 

Pour  le  démontrer , je  circonfcris  un  cercle 
au  triangle  donné*.  Scs  trois  angles  ont  pour  ' 
mefure  la  moitié  des  arcs  qui  les  foutiennent*”; 
ainfî  ils  ont  pour  mefure  la  moitié  de  la  circon- 
férence du  cercle , c’eft-à-dire  1 80  degrcz , va- 
leur de  deux  angles  droits 

Autre  Démonstration. 

Les  deux  angles  ACB 
^ & ACD  valent  deux  an- 

gles droits  ; vo3l\s  ACD 
angle  extérieur,  cft égal 
aux  deux  oppofez  inté- 
rieurs ABC  6cC  AB 
donc  ces  deux  angles  avec  ABC  font  égaux 
à deux  angles  droits. 

G O R O L L-A  I R E I. 

Donc  connoijfant  les  deux  angles  d'un  triangle 7^ 
on  connoit  le  troijieme. 

Car  les  trois  valent  1 80  degrez:  fi  deux  va- 
lent i5o,  le  troifieme  doit  valoir  20. 
Corollaire  II. 

h es  trois  angles  d'un  triangle  peuvent  être  aigus.  77 

Car  on  peut  partager  cent  quatre-vingt  de- 
grez, valeur  des  trois  angles  d’un  triangle,  en 
trois  parties  , dont  chacune  fera  moindre  c^ue  la 
valeur  d’un  angle  obtus  ou  d’un  angle  droit,  & 
ui  toutes  trois  ne  feront  que  cent  quatre-vingt 
egrez , valeur  de  deux  angles  droits.  , 

• Corollaire  III. 

Dans  un  triangle  il  ne  peut  y avoir  plus  d’un 

angle  droit , ni  plus  d'un  obtsis. 

Si  deux  des  angles  étoient  droits , les  trois 

• ensemble  vaudroient  ^us  de  deux  droits.  Si 

D 5 deux 

a fup.  n.  7.  b fup.  n.  39.  c fuf.  n,  ït. 
i/dp.  n,ij,  t/up.n.ji. 
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deux  étoient  obtus , l’angle  obtus  étant  plus’ 
grand  que  le  droit , les  trois  enfemble  vau- 
droientaufli  davantage  que  deux  droits  ;ce  qui 
efl;  contre  le  Théorème  précédent.  . . 

Corollaire  IV. 

79  Deux  onglet  d'un  triangle  font  donc  nécejfai~  ' 
rement  ai^us  ^ ou  plus  petits  que  deux  droits. 

7 Eucl.  I.  L’rop.  17. 

Cela  eft  évident , puifqu’un  triangle  ne  peut 
avoir  deux  de  fes  angles , ni  droits,  ni  obtus. 

Corollaire  V. 

80  Si  dans  deux  triangles  y deux  angles  de  l’un 
font  égaux  à deux  angles  de  l'autre  y ih  font 
é^uianglesy  c* eft- dire  que  le  troifteme  angle  de 
l'un  eft  égal  au  troifteme  angle  de  Pautre. 

Car  les  trois  angles  de  chacun  de  ces  trian-  ’ 

- gles  font  égaux  à deux  droits  ; ainfî  puifque  de 
. deux  touts  égaux , ôtant  des  parties  égales , les 
relies  font  égaux,  il  faut  qu’après  avoir  ôté  de 
chaque  triangle  les  deux-  premiers  angles  de 
l’un,  égaux  aux  deux  premiers  de  l’autre,  le 
troilieme  angle  de  l’un  qui  relie,  foit  égal  au 
troiûeme  angle  de  l’autre. 

Corollaire  VI. 

jl  Si  un  triangle  a un  de  fes  angles  plus  grand 
que  celui  d'un  autre  triangle , Tes  deux  autres 
enfemble  femnt  plus  petits  que  les  deux  autres  de 
celui-là. 

* Car  ôtant  de  la  valeur  de  deux  droits  une  plus 
grande  partie , ce  qui  relie  doit  être  plus  petit , 
quelorfqu’on  ôte  moins. 

TheoremeIV. 

82  Le  triangle  fcalene  à fes  trois  angles  inégaux. 

Soit  ylBC  un  triangle  fcalene.  Jcluicircon-  - 
fcris  le  cercle  X*  : puifque  les  trois  côtez  , 

AC  y 

'*  fttp.  n.  70. 
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À\C^  BC  font  inégaux, 
les  trois  arcs  dont  ils  font 
les  cordes  font  inégaux  * , 
par  conféquent  les  trois 
angles  du  triangle  ABC , 
qui  ont  pour  mefure  la 
moitié  de  ces  arcs f, font 
inégaux. 

T H E O R E . . 

Dam  le  triangle  ifofcele , les  angles  fur  la  hafe  S3 
font  égaux  fi  les  angles  fur  la  bafe font  égaux j 
le  triangle  ejt  ifofcele.  Eucl.  I.  Prop.  5. 

Soit  ASC  un  triangle  ifofcele.  Je  lui  circon- 
fcris  le  cercle  X : puifque  ABz^AC , les  arcs  que 
ces  côtez  foutiennent  fonté-  A 

^ux.  Or  la  moitié  de  ces  arcs 
égaux  eft  la  mefure  des  angles 
ABl  & /^..fi4-;donc  ces  an- 
gles font  égaux. 

L’autre  partie  de  cette  Pro- 
pofition  eft  facile.  Car  fi  les 
deux  angles  ASC  & ACB  font 
égaux , les  swcs  AB&ACy  ou  leurs  cordes  font 
égales  ; ainfi  le  triangle  ABC  eft  ifofcele. 
Corollaire  I. 

Aucun  des  angles  de  la  bcfe  d^un  ifofcele  ne  peut  84 
être  droit  ni  obtus. 

_ Car  fl  l’un  étoit  droit , l’autre  le  feroit  aufli  : 
ainfi  fes  trois  angles  vaudroientplus  que  deux 
droits  ; ce  qui  ne  peut  être  i.  Et  ii  l’un  étoit  ob- 
tus , l’autre  le  feroit  ; ainfi  deux  feuls  angles  de 
ce  triangle  vaudroient  plus  que  deux  angles 
droits  : ce  qui  eft  encore  plus  impofiîble. 
Corollaire  II. 

Si  deux  triangles  ifofceles  ont  l'angle  de  leur  font- 
met  égal  youun  des  deux  de  leur  baje^  Us  les  ont  tous. 

D <S  Car 

* L.  X.  n.  3t.  t n,if.  ^ 11.71. 
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Car  10.  Si  cet  angle  égal  efl;  fur  la  bafe,  ils 
auront  le  fécond  angle  de  la  bafe  égal,  partant 
le  troifieme  ■. 

20,  Si  c’eft  l’angle  du  f6mmet,la  valeur  des 
deux  angles.fur  la  bafe  de  chaque  triangle  fera 
la  même  ; or  chacun  fera  la  moitié  de  cette  mê- 
me fomme,  ainfi  ils  feront  égaux. 

THEOREME  VI. 

8<5  hes  trois  angles  d'un  triangle  iquilateral  font 
égaux. 

Ayant  décrit  un  cercle  à Tentour  du  triangle 
équilatéral , les  arcs  dont  les  côtez  de  ce  trian- 
gle font  les  cordes, font  par  conféquent  égaux  >>, 

& leurs  moitiez  égales.  Orcesmoitiezfont  la 
mcfure  des  angles  du  triangle  0.  Donc  tous  ces  - 
angles  font  égaux.. 

COROLLAI  RE. 

?7  chaque  angle  d'un  triangle  équilatéral  efi'  ' 

aigu^  ^ toujours  de  foixante  degrez.  ‘ 


Avertissement. 

88  ce  Corollaire  on  tire  un  moyen  d'élever  au* 

trement  qu'il  a été  enfeignéy  une  perpendiculaire  ■ 
fur  le  point  donné  d'une  ligne  , i 
par  exemple^  fur  le  point  Kdehi^ 
ligne  AB.  ÿe  fait  le  triangle  é- 
quilateral  ABC , enfuite  je  pro- 
ton^ ^Cji^qu'en  D^de forte  que 
CD — H CB  'y  je  mene  une  ligne 
droite  deVldAy  quiferaperpen- 
diculàire  y Ji  l'angle  B AD  efl 
droit.  Or  je  démontre  qu'il  P efl  : 
car  P angle  ACB  efl  égal  aux  deux  oppofez  D 
A ^ qui  font  égaux'eypttifque(Z'D=Ch’yainfi  AcB 
étant  de  6o  degreZy  D AG  efl  de  30,  CAB  efl  dg  60; 

. a fuf.  *.  t*.  b L.  I.  II.  c /*/;  H,  t9. 
fip.  H.  7 J.  e /»/.  n.  S3» 
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partant  V angle  B AD  efl  de  6o  — f-  30  ou  de'  ^ 
degrez  , valeur  de  l'angle  droit. 

T H E O R E M E VII. 

Dans  un  triangle , le  plus  grand  coté foutient  le  89  ? 
plus  grand  angle  ^ Çÿ  le  plus  grand  angle  efl  foutenu 
par  le  plus  grand  côté.  EucV.  I.  Prop.  I8.  & iP- 
Ayant  décrit  un  cercle  à l’entour  d’ùn  trian- 
gle, le  plus  grand  côté  de  ce  triangle  foutient 
le  plus  grand  arc  *.  Or  f la  moitié  de  cet  arc 
mcfure  l’angle  oppofé.  à ce  plus  grand  côté  ; 
donc  cet  angle  qui  eft  mefuré  par'  là  moitié 
du  plus  grand  arc , eft  le  plus  ^and. 

Dans  un  triangle  infcrit  dans  un  cercle',  le-  ' 
plus  grand  angle  eft  mefuré  par  la  moitié  du 
plus  grand  arc.  Qr  ce  plus  grand  arc  a la  plus 
grande  corde  4;  ainli  le  côté  oppofé  à cet  an-  - ^ 

gle  eft  le  plus  grand. 

H E O R E M E VIII. 

Dans  un  triangle  ^ fi  deux  de  fies  angles  font  pc 
égaux  ^ le  s cotez  oppofez  à ces  angles  font  égaux. 
Eucl.  I.  Prop.  5.  ' 

Ayant  infcrit  ce  triangle  dans  un  cerclé , 
ces  angles  égaux  feront  loutenus  par  des  arcs 
égaux,  qui  ont  des  cordes  égales,  côtez op- 
pofez à ces  angles.- 

T H E O R E M E IX. 


Dans  un  triangle , la  moitié  de  chaque 
le  finus  de  P angle  oppofé.  A' 

Le  triangle  ABC  foit 

côté  eft  pi 

infcrit  dans  le  cercle  -^>  / / \ 

il  faut  démontrer  que  / V 

/fD  , moitié  de  y^C,  eft  [ / . 

Jié 

le  finus  de  l’angle /ffiC.  i / ^ 

\ J 

L’arc //A,  mnrM'p  rip  \/  , ' 

\/'  ' 

*àrc AC,  eft  la  mefure 

~yQ 

de  l’angle  ABCf.',  ainfi 

. D 7 

l’arc 

♦ L,  I.  ».  31.  f fuf.  ».  39,  4.  ,,  3 4: 
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Tare  dC  efi  double  de 
l’arc,  qui  eft  la  mefure 
de  l’angle  /iBC  : Donc 
/1ü  moitié  de  la  corde 
de  l’arc  yfC,  eft  le  fînus 
de  l’arc  ÀE  * , & celui 
de  l’angle  ABC. 

On  démontre  par  la 
même  voyequela  moi- 
tié de  B //  eft  le  finus  de  l’angle  AC  B , & la 
moitié  de  B C celui  de  B A C. 

Avertissem  ent. 

Donc  le  finui  <Tun  angle  ejl  au  côte'  oppof/  à 
eet  angle , comme  le  finus  d'un  autre  angle  efi  à 
fin  côté  oppof é y ou  les  finus  des  angles  font  en- 
tre eux  comme  les  côtez.  oppofez , puifque  les  moi» 
fiez  font  comme  les  touts. 

Theoreme  X. 

Deux  triangles  dont  les  côtez  font  égaux , font 
équiangles , Çÿ  entièrement  égaux. 

Les  triangles  ABC  & Dtt  ont  leurs  côtez 
égaux.  Je  dis  qu’ils  font  équiangles  & entière-, 
ment  égaux:  ou  ce  qui  eft  la  mêmechofe,qu’é- 
tantpofezl’un  fur  l’autre,  ils  conviennent. 

-10.  BC  étant  é- 
galà  'JLjil  eft  clair 
que  la  ligne  DE  é-  Zi 
tant  poîéefurBC, 
elles  conviendront 
enfemble.  Si  on  B 
dit  que  ne  con- 

viendra pas  avec 
ABy  id  FE  avec 
AC  y je  démontre 
le  contraire.  De  B comme  centre  & de  l’in- 
tervalle ABo\xDFy  lignes  égales , je  décris  le 

cer- 

* fnp,  H.  22.  &■  2}. 
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cercle  Z ; & de  C & de  l’intervalle  AC  an  EF, 
qui  font  égales , le  cercle  X ; ces  deux  cerdes 
le  coupent  néceflairement  au  point  A. 

2».  Il  eft  évident  que  O étant  pofé  fur  B,  le 
point  F fe  trouvera  nécelTairement  dans  le 
cercle  Z , & que  E étant  pofé  fur  C , le  point 
F fe  trouvera  dans  le  cercle  X:  le  point  F le 
trouvera  donc  dans  Z & X,  partant  dans  le 
point  A oîi  ces  deux  cercles  fe  coupent  ; ainfi 
ces  deux  triangles  pofez  l’un  fur  l’autre  con- 
viendront en  tout , & feront  égaux:  ce  qu’il 
falloit  démontrer. 

On  pourroit  dire  que  ces  deux  cercles  Z&X 
fe  coupent  ailleurs  qu’en  A:  il  eft  vrai;  mais 
par  ce  qui  a été  démontré, ce  ne  peut  être  qu’en 
deux  points  ♦,  & ce  fécond  point  eft  néceffaire- 
ment  au-deflbus  de  B C ; ravoir  au  point  G , 
comme  il  eft  évident  ; ainfi  s’ils  fe  coupoient  au- 
defliis  de  B C en  un  autre  point  qu’en  A,  ils 
fe  Cüuperoient  en  trois;  ce  qui  ne  peut  être  f. 

Corollaire  1. 

Si  des  extrémitez  èFune  ligne  droite  om  mene  93 
deux  autres  lignes  droites  (fui  fe  rencontrent  en 
un  point , on  ne  pourra  des  mêmes  extrémitez  Sÿ 
de  même  part , mener  deux  autres  lignes  droites 
égales  aux  deux  premières  chacune  a la  fienne , 
qui  fe  rencontrent  en  un  autre  point.  Euclid.  I. 
Prop.  7. 

Car  cela  fait  deux  triangles  dont  les  côtcz 
font  égaux,  qui  par  conféquent  étant  équian- 
gles  doivent  convenir. 

Corollaire  II. 

Deux  triangles  qui  ont  chacun  deux  Cotez  égaux  94 
aux  deux  cotez  de  l'autre la  bafe  égale  à la 
bafe , Us  angles  compris  entre  tes  cotez  égaux , 
font  égaux.  Eucl.  I.  Prop.  8- 

Ces 

• L.  I.  ».  is.  t L,  i.  ».  »g. 
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Ces  deux  triangles  ayant  leurs  côtez  égaux^ . 
font  entièrement  équiangles. 

Theoreme  XI. 

Deux  triangles  équidttgles  ^ qui  ont  un  côté/gaJy 
font  entièrement  e'gaux^ 

ABC  & DLb  iont  équiangles,  6cAB  = DE;  . 
je  dis  qu’ils  font  entièrement  égaux , car  fi  on 
les  pôle  l’un  fur  l’autre,  D conviendra  avec 

AB,  puifque  ce  font  deux  lignes  égales.  Si  DF 

ne  convient  pas  avec  G’t 

AC,  mais  avec  AG:  A 

comme  les  angles  FDE  / • j*- 

&.C  /I B font  égaux,  il  / A\ 
s’enfuivra  que  l’angle  /AV\ 

CAB  zz  G AB  qmiér^lc 
même  que  FDE;ce  qui  //•■' 
ne  pouvant  être, il  faut  B E 

reconnoitre  que/ï/'con-  ' . • r 

viendra  avec  AC  , & par  la  même  raifon  b E 
avec  BC , ainfîle  point  b]  avec  C , & par  con- 
féquent  ces  deux  triangles*  font  en  tout  égaux. 

Cor  o-^l  l a i r e'. 

' Deux  triangles  qui  ont  éieux  an^les  égaux  Çjf  un  ' 
côté  égal,  font  entièrement  égaux.  li.ucl.T.Prop.2(5. 

Car  deux  triangles  qui  ontdeux  angles  égaux, 
font  entièrement  équiangles  *.  Par  confluent 
s’ils  ont  un  côté  égal,  il  faut  félon  ce  Théo- 
rème , qu’ils  foient  entièrement  égaux. 

, PROBLEME  IV. 

Faire  un  triangle  dont  on.  a un  côt! , les 

deux  angles  fur  ce  côté. 

Le  co^té  donné  eft  AB>  L’angle  au  poim  A 
foit  nommé  X,  &celui  qui  doit  être  fur  B foie 
Z.  J’éleve  fur  A la  ligne  AC  qui  falfe  l’r.ngle 
CA  h égal  à Tf , & fur  B la  ligne  B D qui  falfe  ' 
l’angle égal  à Z.  Ces  deux  lignes  fe  cou- 

pe- 
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peront , C Z ne  font  ni  droits  ^ 

ni  enfemble  plus  grands  que  deux 
droits  ; car  s’ils  l’étoient , le  Pro- 
blème feroit  impoflible  * , & ces 
deux  lignes  ne  fe  couperoient 
point  mais  feroient  parallèles  f , 
ou  iroient  en  s’écartant,  & il 
faut  qu’elles  concourent  pour  former  un  trian- 

fle  tel  que  /IBE  qui  eft  celui  qu’on  propofoit 
e faire..  Car  1°.  ayant  deux  angles  égaux , il 
luieftéquianglel,  &ayant  un  côté  égal,  ilsfont 
eritierement  égaux  par  le  Corollaire  précédent. 

T H E O R E M E * XI I.  _ 

Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal , Çif  les 
Jeux  cotez  qui  comprennent  cet  angle , égaux , 

[ont  en  tottt  égaux.  Eucl.  I.  Prop.  4* 

L’angleiJ/fC  = £DE,.& = ài  AC 
:=DF\  je  dis  q^ue  ces  deux  triangles  convien- 
dront étant  poiez  l’un  fur  l’autre  : car  DE  con- 
viendra avec //ü  ; fi 
ne  convenoit  pas  avec 
y#C,mais  avec l’an- 
gle. feroit  égal  à 
l’angle  BAH;  coquine 
peut  être:ainfi  Dtcon- 
vient  avec  /fC  , & le 
point  Favec  C,par  conféquent  BC  = Ef;ainfi 
ces  deux  triantes  qui  ont  leurs  côtéz  égaux, 
fcmt  équiangles  j: , c’eft-à-dire , égaux  en  tou- 
tes chofes. 

Théo  R eme 

Deux  triangles  ayant  une  même  hafe , P angle  ^ 
du  fommet  Je  celui  qui  eji  compris  ^ éfl  plus  grand 

ÎueP angle  du  Commet  du  triangle  qui  le  comprend. 
iucl.  1.  Prop.  21. 

Les  deux  triangles  CAD  & CBD,  ont  CD 

pour 

♦ /»/>.«.  7P,  t 
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pour  bafe.  CAD  eft  renfermé  dans  CED.  B 
Mut  prouver  que  A-p-B. 

Je  prolonge  jufques  en 
JE.  L’angle  extérieur  CAD  eft 
égal  aux  oppofez  intérieurs 
AEC  y BC/i  * I ainfiileftplus 
grand  que  chacun  d’eux.  Par 
même  raifon  CtD=:EBD y C 
BDE\^mÇ\  il  eft  âuffi  plus  grand  qu’aucun  d’eux. 
Cad  par  conféquent  étant:?- que  CED y\\  eft 
"P  que  CBD  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

Problème  V. 

*•0  Dans  le  cercle  infcrire  un  triangle  équiangle  m 
un  triangle  donné.  Eucl.  IV.  Prop.  2. 

Soit  le  triangle  donné  FED.  Il  faut  l’infcrire 
dans  le  cercle  BAC.  Je  tire  la  tangente  G H +; 
je  fais  l’angle  G AB  égal  à FDEy  (5c  C/iüégal 


à DFE 4.,  j’acheve  le  triangle  ABC  en  drant 
la  ligne  BC. 

Puifque  l’angleS/f  G,dont  la  mefure  eft  la  moi- 
tié de  l’arc  B A J,  qui  eft  auflî  la  mefure  de  l’an- 
gle BCA , eft  égal  à FDEy  donc  BC  'AzsFDE. 

Parla  même  raifon,  CAH  égal  à DFE  y 
ayant  pour  fa  mefure  la  moitié  de  l’arc  AC  y me- 
fure de  il  faut  que  CBA  & Z^EEfoient 

égaux: 
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égaux  : ainfî  ces  deux  triangles  .IB'I  tx.  EFD  , 
ayant  deux  angles  égaux , ils  font  entièrement 
équiangles  »:  ayant  donc  infcrit  ce  triante 
AdC  y on  aura  fait  ce  qui  étoit  propofé. 

ProblemeVI; 

A r entour  du  cercle  décrire  un  triangle  équian-  * 
fie  à un  trianile  donné  y ou  circonfcrire  au  cer~ 
ele  un  trianne  équïanglt  à un  triangle  donné. 
Eucl.  IV.  Frop,  3. 

Le  triangle  donné  eft  KLM  y & le  cercle  eft 
X.  Ayant  tiré  le  rayon  AD , je  fais  d’une  part 
l’angle  BAD=z  NL  A , & de  l’autre  DAC 
c=AA/^;enfuite  ayant  mené  parles  trois  points 
ByDyCy  les  tangentes  EFyfG,  & G£c:je 
dis  que  le  triangle  LfG  fera  équiangle  k-LKM.  - 


Les  fix  angles  des  deux  triangles  B AD  & 
BED  valent  quatre  angles  droits'^;  AB  ScAD  ' 
étant  perpendiculaires,  vaut  un 

droit,  EDB—^BDA  vaut  encore  un  droit. 
Donc  —h  B/f£)  vaut  deux  droits.  Orpar 
laconftrudlionB/^D=/f£Ar,  cet  angle  iCLAf  ,• 
-+KLM  vaut  deux  droits.DoncBJEDrriCL/lf. 
Par  la  même  voye  on  démontre  que  DGC 
= KMLy  & par  conféquent  que  hlFG  = LKMy 
& qu’ainü  les  triangles  EFG  ^LKMÏout 
équiangles  «. 

Pro“ 

i/up.n.f.  ^/»p.n.Z9. 
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PROBLEME  VII. 

*•*  Dicrtre  un  cercle  d^ns  un  triangle , IV. 
Prop.  4.  ' , 

Je  coupe,comme  on  Ta  enfeigné  * , les  angles 
, CBD  & CD  B en  deux  parties  égales  par  les  lir 
gnes  fî/f  & £)/f:&du  point oîi  ces  deux  li- 
gnes fe  coupent , je  mene  f les  perpendiculaires 
An , At\  AG  fur  les  côtez  du  triangle  ; enfuite 
de  /f , & de  l’intervalle  de  l’une  de  ces  lignes , Je 
décris  le  cercle  .V,  qui  fe  ^ 

trouvera  infcrit  dans  le  ^ 

triangle  B C D : pour  le 
prouver  il  faut  faire  voir 
que  les  trois  lignes  AE, 

Ab\  AG  font  égales. 

Les  deux  triangles/f£B 
& AhB  font  reéïangles 
par  la  conllruftion  ,.puif- 

£ue  AE  & /f/-’ ont  été  faites  perpendiculaires. 

,es  angles  EBA  & ABFÇonx.  égaux  par  la  conf- 
truftion  : ainfî  ces  deux  triangles  ayant  deux  an- 
gles égaux  font  équiangles  |.  Ils  ont  le  côté  AB 
commun.  Donc  ils  font  entièrement  égaux  L- 
Ainfi  AE:=AF:'üzx\à  mêmevoye  on  démon- 
trera que  AG  eft  égal  kAF&kAE:  ce  qu’il  - 
' feUoit  prouver. 

Corollaire.’ 

•®î  7ro«  lignes  étant  données , qui  font  un  ' trian^ 
gle^  fi  elles  font  prolongées  ^ on  peut  trouver  un 
point  qui  en  fait  également  éloigné. 

Le  triangle  fait , il  y faut  inferire  un  cercle, 
dont  le  centre  fera  le  point  qu’on  cherche; 

/ THEOREME  XIV. 

M4  ^ Deux  triangles  qui  ont  deux  cotez  égaux  a deux 
côtez-chacun  au  fien , le fquels  contiennent  des  angles 
' ' . /«- 
♦ fop,  »,  3 r,  t L,  I.  ».  4«,  ^ fttf,  n,  fo,  ■ 4 /«/.  h.  $4. 
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Anigaux celui  cjni  a le  plus  grand  angle  aura  auj^ 
la  bafe  plus  grande ^ récipruquement  celui  qui 
a la  plus  grande  bafe , aura  le  plus  grand  angle.. 
Euclidc  1.  TProp.  24  & 2j. 

Soient  deuK  triangles  :B  ' OEF.  Si  /IB 
=:DE.&.  BC=:  EF,  & l’angle  B 7 £ ; je  dis  la 
haÇeJC'P'üF. 


1°.  Car  fi  on  conçoit  le  triangle  /IBC  pofé  fur 
le  triangle  DEF,  enfortequeles  points//  & B 
conviennent  avec  D fie  E:  Comme  l’angle  /tBC 
a été  pofé  plus  grand  que  l’angle  Z>££,  le  côté 
BC  ne  conviendra  pas  avec  ££,  mais  fera  plus' 
proche  de  EG  comme  en  AT/,  fie  la  ligne  OU 
fera  égale  à AC^.  Confiderant  donc  la  ligne  EF 
=£// comme  tournant  circulairement  fur £,  ex- 
trémité de  DE , en  s’approchant  par  l’autre  ex- 
trémité EG  au  point  H,  la  ligne  Uh  qui  enjoint 
les  autres  extrémitez  fera  plus  grande  que  DF\: 
ce  qu’il  falloir  premièrement  démontrer. 

2®.  On  démontrera  en  la  même  maniéré  l’in- 
verfe , fi  on  pofe la  ligne  AC  on  DH'p’DF^  qne 
l’angle  D EH  =z  AB  C fera  plus  grand  que  l’angle 
Z>AA,fi  on  confîderç  que  la  h'gne  A/Teft  plus 
approchée  de  £Gque  £A“,ayaiït  tourné  circulai- 
lement  fûr  le  point  £ en  la  maniéré  expliquée  t • 

' SEC- 

f/»f. n, ,«1«  t Il ni lo«,  ^ L,i,ih ito. 
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SECTION  IV. 
Des  Figures  de  pluficurs  côtez. 


Defixitiom  I. 


r E>S  figures  Quadrilatères  ^ 
I ^ ou  de  quatre  côtez  , reçoi- 
vent différent  noms.  I**.  Si  les  cô- 
tez oppojez  font  parallèles , c'eji 
un  Farallelogramme.  2°.  Si 
les  quatre  cotez  fout  égaux  ^ 
tous  les  angles  droits , c'eji  un 
Quarré,  comme  A. 

30.  Si  les  quatre  côtez  font 
égaux  , ÿ les  angles  oppofez 
eujfi  égaux  , mais  non  droits  ^ 
e'ejl  un  Rhombe  ou  Lofange, 
comme  B. 


■ 40.  Si  tous  les  côtez  ne  font  r 
pas  égaux , mais  tous  les  angles 
droits.,  c'efi  un  Qiaarré  long, 
oblong,  Parallélogramme  rec-  , 
tangle , ou  Jimplement  Refltan- 
gle,  comme  C. 


jo.  Si  feulement  les  côtez 
oppofez-  font  égaux  , ^ les 
'angles  oppofez  aujfi  égaux  ^ 
mais  um  droits  , cette  figure 
ejt  Rhomboïde,  comme  P. 


Digitized  b,  i .oo^Ic 


Livre  IL  SeElion  IF. 

6*.  T'eut  autre  i quadrilatère  ^ 
dont  Us  citez,  oipofcz  ne  J ont  ni 
f^alleles  ni  égaux  , s'appelle  un 
Irapeze,  comme  E. 


Définition  IL 

, figure  ejl  dite  régulière , lorfque  tous  fes  t«# 
cotez  ^ tous  fes  angles  font  égaux- 

Définition  III.- 

Une  figure  de  plufieurs  cotez  fe  nomme  générale-  lof 
Wf»/ Polygone.  Élle  prend  le  nom  qui  luiejl  pro- 
pre ^ du  nombre  de.  fes  cotez  ^ ou  du  nombre  de  fes 
angles  qui  comprennent  fes  cotez.  Ainji  une  ligu- 
le de  cinq  cotez  ejl  nommée  Pentagone  ; de fix , 
Exagone;  defept.,  Eptagone,OâogonejEn- 
neagone.  Décagone,  Endecagone,  Dodeca-  ‘ 
gone  ; ainfi  de  fuite. 

D E F I N I T I O N IV. 

Une  figure  régulière  ejl  dite  inferite  dans  un  eer-  i*l 
ele  ^lorlquetous  Jes  angles  font  dans  la  circonféren- 
ce du  cercle ’^mais  elle  efl  dite  circonferite lorfque 
tous  fes  cotez  touchent  la  circonférence  du  cercle. 

Définition  V. 

^Ayantmené  deux  lignes  des  extrémitez  d un  des  *•» 
citez  d'une  figure  régulière  inferite  dans  un  cercle 
OH  circonferite au  centre  de  ce  cercle.,  l'angle 
que  ces  lignes  font  ejl  appellé  Angle  du  centre  ; 

Çÿ  les  angles  que  font  fes  citez  pris  deux  à destX^ 
font  nommez  Angles  de  la  figure. 

L E M M E I.’ 

Les  lignes  obhques  qui  font  des  angles  égaux  m, 
entre  les  mêmes  parallèles , font  égales. 

Soient  menées  les  perpendiculaires  AC  &DF 
entre  les  parallèles  2 & A',  elles  feront  égales  *; 


^ éé.  I. 
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-mais  les  angles  yiCB  ^ j> 

étant  droits,  & les  angles 
ABC  ^ égaux  par  l’hy- 
pothefe , les  deux  triangles 
ABC  & Dtt'  font  donc  é- 
quiangles»:  partant  AC  égalX 
à DF^ih  feront  tous  égaux 
& par  conféquent  AB  = ÜE  ; ce  qu’il  falloit 
démontrer. 

L £ M M E IL 

Les  lignes  qui  font  fur  une  meme  lif^e\  mêmes 
angles , f»nt  parallèles. 

i ,cs  ligpes  AB  & DE  font  fur  2 & A'  {même 
figure  ci-de(Jus)  les  mêmes  angles;  ainfi  ABC 
c=  Dtjji  : par  conféquent  AB  & DE  doivent 
' être  parallèles 

L E M M E III. 

m Deux  lignes  qui  joignent  deux  lignes  égales  ^ 
parallèles  y font  égales.  Eucl.  T.  Prop.  33. 

, Si  AD  & BE  .fig.'précéd.  joignent  les  deux  li- 
gnes AB  & DE  égales  & parallèles , je  dis  qu’el- 
les font  auffi  égales.  Les  perpendiculaires  AC 
& DF  font  parallèles  <* , & AÈ  & DE  étant  pa- 
rallèles, les  angles  ABC  &.  DEFfqnt  égaux  ^ 
Or  ACB  & DtE  font  droits;  ainfi  ces  deux 
, triangles  ABC  & DEF  étant  équiangles  ^ & 
ayant  un  côté  égal,  puifque  AB  = DE,  ils  font 
entièrement  égaux  s ; partant  BC=  EF\  donc 
■ CFzzzBE.  Or  AD  & cFfont  entre  les  parrf- 
leles  AC  & DF,  elles  font  égales  >>.  Donc  BE 
=zCF=  AD',  ainû  BE  = AD. 

Theoreme  I. 

Ml  Les  quatre  angles  d'un  quadrilatère  font  égaux 
à quatre  droits. 

, Soit  le  quadrilatère  ABC  B.  Il  faut  prouver 

que 

t Jiip.  n.  10.  b /mf.  n.96.  c fup.  n.  2|.  d L.  i.n. 
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que  fcs  quatre  angles  valent  a 
, -quatre  angles  droits.  Ayant  ^ 
mené  la  ligne  AC  d’un  des  an- 
gles , à l’angle  oppofé , & par- 
tagé cette  figure  dans  les  deux 
triangles  AUC  & ACD , les  an- 
gles & chacun  defquels  valent 
deux  droits  *.  Ainfî  tous  les 
angles  de  ABCD  valent  quatre  droits. 

T H E O R E M E II. 

Les  angles  oppofez  d’un  quadrilatère"  infcrit 
dans  un  cercle^  valent  deux  angles  droits.  Kucl.  *** 
III.  Prop.  22. 

Le  quadrilatère  ABCD  efi:  infcrit  dans  le  cer- 
cle. Les  deux  angles  oppo- 
fez ACD&.  AUD , ont  cha- 
cun pour  mefure  la  moitié 
de  l’arc  fur  lequel  ils  font 
appuyezf.Or  étant  appuyez 
enfcmble  fur  toute  la  cir- 
conférence, ils  ont  donc 
pour  mefure  la  moitié  de 
toute  la  circonférence  : donc  ils  valent  deux 
angles  droits  L II  en  eft  de  même  pour  les  deux 
autres  angles  BAC  & BDC. 

Corollaire, 

Si  les  angles  oppofez  ^ un  quadrilatère  ne  valent 
pas  deux  droits.,  on  ne  te  peut  infcrire  dans  un  cercle. 

Car  fi  on  le  pouvoir , 
les  angles  oppofez  de  ce 
quadrilatère  feroicnt  é- 
gaux  à deux  droits  par  ce 
Théorème.  Ils  ne  le  fe- 
roient  pas  par  la  fuppofi- 
tion;  ce  qui  éft  impo’fli- 
blc. 

E Théo. 

* fif. n.  n.  t t . ».  47. 
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TheoremeIII. 
i»5  Si  les  citez,  oppofez  du  quadrilatère  Çont  égaux ^ 
ils  font  parallèles.  A R 

BC  = ^0,  le  ^ " 

côté  BD  elt  commun  ; donc 
ces  deux  triangles  A B D Sc 
BCD  étant  égaux, font  équian- 

gles  *.  Donc  l’angle  B B D 

=BDC,  partant  À B eil  parai-  q 
leleà  DC*».  De  même  dC  fe- 
ra parallèle  à puifque  l’angle  /1DB  eft  égal 

a D is  C . ' 

Theoreme  IV. 
î>7  Si  deux  des  cotez  oppofez  d'un  quadrilatère 
font  égaux  ^ parallèles , les  deux  autres  font 
aujfi  égaux  tÿ  parallèles.  Eucl.  I.  Prop.  23. 

Ils  font  égaux  <=  ; ils  font  parallèles 
Theoreme  V. 

Ht  'Si  les  quatre  angles  du  quadrilatère  font  droits^ 
c'ejl  un  ParaHelogramme. 

Car  rili  & , par  l’hypothefe , 

font  perpendiculaires  fur  Al  ; par- 
tant «ils  Ibnt  parallèles.  AC  &L  BD 
font  aufil  perpendiculaires  fur  DC  ; 
parconféquent  par  la  même  raifon 
ces  lignes  font  parallèles. 

Theoreme  VI. 

115  Les  angles  oppofez  cC un  Parallélogramme  font  e- 
gaux , tsp  ceux  qui  font  proches  voient  deux  droits. 

io,L’anglc/'^y^=:DCB‘, 
éc  F j.Tj~DAB  g . partant 
puifque  deux  angles  é- 
gauxà  un  troifieme , font 
e^âuXfDAB  zz  BC U:  Or 
fuA-^^^DCv aient  deux 
droits  h.  Donc 


A 

B 

C 

1 

D 

angles 


DF 


a fup.  K.  9^.  b fup.  n z6.  c Jup.  n,  lit. 


BCD 
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BCD  égal  à /J DF,  vaut  avec  ADC  deux  droits. 

2°.  On  démontre  de  même  que  les  deux  an- 
gles oppofez  ABC  & ADC  font  égaux,  & que 
B AD  -[-ABC  valent  deux  droits  ; ce  qu’il  ral- 
loit  démontrer. 

PROBLEME  I. 

taire  un  Parallélogramme  dont  on  a un  angle,  n» 
^ les  deux  cotez,  qui  le  cemprennent. 

Les'  côtez  donnez 
font  Z & A",  l’angle 
donné  K : il  faut  join- 
dre Z (Sc  Â",de  forte 
qu’ils  falTent  un  angle 
égal  à K*,  &c  enfuite 
tirer  deux  lignes  pa- 
rallèles à Z & à A"  t- 

Corollaire. 

Donc  pour  faire  un  quarré  dont  on  a un  côti, 

H n'ejl  quejlion  que  de  joindre  deux  lignes  égales 
à celle  qui  ejl  donnée , de  forte  qu'elles  faffent  an 
angle  droit.  Eucl.  I.  Prop.  46. 

Theoreme  vit. 

Toute  figure  polygone  ou  de  plufieurs  côtez  , fie  *22 
réduit  en  autant  de  triangles  ' " 
moins  deux. 

Dans  la  figure  Polygo- 
ne A',  ayant  tiré  d’un  de 
les  angles  A , à tous  les 
autres  angles , des  lignes  _ 
droites , on  fait  plufieurs 
triangles  qui  ontpourba- 
fe  les  côtez  de  ce  Polygo- 
ne^ à la  réferve  de  deux  d 
uifont  aux  deux  côtez 

e dont  font  un  des  côtez.  Ainfî  il  y ' 

a autant  de  triangles,  qu’il  y a de  côtez  moins 
E 2 deux. 

• /»/.  n.  *f>  t I*  ».  , 
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deux.  La  même  chofe  fe  trouve  dans  tous  les 
Polygones  ; c’eft  pourquoi  on  peut  direabfolu- 
ment  qu’un  Polygone  fe  peut  réduire  en  autant, 
de  triangles  qu’il  a de  cotez,  moins  deux. 

Corollaire. 

xu  Donc  tous  les  angles  d’une  figure  de  plufieurs  cô^ 
tez  font  égaux  à deux  fois  'autant  d'angles  droits^ 
qu’elle  a de  cotez  moins  quatre. 

C’eft-à-dire,  que  tous  les  angles  de  Vquia 
fix  côteZjfont  égaux  à huit  angles  droits.  Car 
cePolygone  fe  réduit  en  autant  de  triangles  qu’il 
a de  côtez  moins  deux,  c’eil-à-dire  en  quatre. 
Doncpuifque  les  angles  de  chaque  triangle  font 
• égaux  à deux  droits , tous  les  angles  de  ces  qua- 
trfe  triangles  feront  enfemble  égaux  à huit 
droits.  Mais  ils  compofent  enfemble  tous  lesfix 
angles  de  cette  figure.  Ils  feront  donc  égaux  à 
huit  droits , c’eft-à-dire, à douze  droits  moins 
uatre.  On  peut  donc  dire  que  tousles angles 
’uin  Chiliogone,  c’eft-à-dire , d’une  figure  de 
mille  côtez,  font  égaux  à mille  neuf  cens  qua- 
trc-vingt-fëize  angles  droits  ; ce  qu’on  conçoit 
clairement,  quoiqu’il  foit  impolîible  d’imaginer 
nettement  un  Clnliogonc. 

O^^tend  par  tigures  Régulières , celles  dont 
tous  les  angles  ^ tous  les  côtez  font  égaux  * , qui 

par  conféquent  peuvent  être  inlcriies  dans  un  cercle., 
comme  ejl  la  figure  ci-jointe  d'un  hexagone  ;on  nom- 
me l'angle  EAF  l'Angle  du  centre , parce  qu'il efi 
forméau  centre  du  cerclepar  les  rayons  AE  , AF  ti-, 
rez  aux  extremitez  des  cotez  du  Polygone  ; Çÿ  les 
angles  femblablcs  à GEF , fermez  par  la  rencontre 
des  cotez  du  Polygone  , fe  nomment  Angles  du  Po- 
lygone: Et  comme  il  a été  démontré  f que  tous  les  an- 
gles qui  fe  forment  au  point  K ipris  tei  pourlecen- 
' îre 

* fup.  n.  106.  t lÿ. 
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Pr»  du  Polygone , font  enfembîe  égaux  à quatre 
droits^  lorfju'on  veut  /avoir  la  grandeur  de  cha- 

Se  angle  du  centre  , comme  ici  dans  l'exemple  de 
exagone , il  faut  divifer  360  degrez  valeur  de 
quatre  droits  ^par  (ix ^nombres  des  cotez  du  Pol)'- 
g one , comme  l'enfeigne  l' Arithmétique  : le  nombre 
de  foixante  qui  vient 
au  quotient  de  la  di~ 
vifion  donnera  la  jua" 
leur  de  l'angle  du  cen- 
tre de  r hexagone. 

L'angle  du  centre  é- 
tant  connu.,  celui  du<^ 

Polygone  le  fera  auffi\ 
car  comme  les  trois 
angles  du  triangle  ifo- 
fceleEAFfont  enfem~ 
ble  égaux  à deux 
droits  * (W<  180  degrez , ôtant  l'angle  du  centre  , le 
refte  fera  la  valeur  des  deux  angles  égaux  fur  la 
bafe  ou  côté  du  Polygone , lefquels  font  égaux  an 
feul  G EP  angle  dudit  Polygone",  ^ ainji  celui  de 
l'hexagone  fe-  trouvera  être  de  120  degrez.  On 
fourrait  également  le  connoitre  ,par  ce  qui  a été 
démontré  f;puifque  cet  angle  GEF  pour  famé- 
fure  la  moitié  de  la  portion  du  cercle  GHr  ,fur 
lequel  il  e/l  appuyé:  ainji  ôtant  de  360  degrez  que 
vaut  tout- le  cercle  , la  partie  GF,  fuppofée  ici 
de  120,  refera  240 , dont  la  moitié  ejl  la  valeur 
de  l'angle  GEF  ou  du  Polygone. 

.au  E s T I O N. 

a'JEÏs  font  les  Polygones  qui  fe  peuvent 
toucher  par  leurs  angles , fans  laifler 
d’efpace  vuide  entre  eux. 

Pour  cela  il  faut  que  leurs  angles  qui  feront  au- 
• E 3 tour 

♦ fap.  n.  7Î.  t /“?•  «•  i9.  I 
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tour  d'un  point  commun , fajfem  précifément  qua- 
tre angles  droils  *.  Ainfi  il  n'y  a que  les  quarrez 
les  oejtj^ones  qui  le  puijjent.  Les  quatre  angles 
de  quatre  quarrez  qui  ont  un  point  commun  ^ Jont 
quatre  an  fies  droits.  Les  trois  angles  des  trois 
hexafones  qui  ont  un  point  commun , étant  chacun 
de  cent  vingt , font  enfemble  trois  cens  foixante , 
valeur  de  quatre  angles  droits. 

Des  triangles  équilatéraux  peuvent  auffi  le  tou- 
cher ; car  en  ayant  placé fix  autour  d'un  point.,  leurs 
Jix  angles  qui  fe  touchent  font  quatre  angles  droits. 

Loqqu'on  connoit  Pangle  du  centre  à'une  figu- 
re rdgttliere , on  la  peut  inferire  dans  un  cercle. 
Il  faut  mener  du  centre  deux  rayons  qui  fajfent 
un  angle  tel  que  doit  être  l'angle  du  centre  de  cet- 
te figure  ; car  fi  c'ejl  une  figure  de  dix  cotez  , 
faifant  un  angle  de  irente-fix  degrez , qui  efi  la 
dixième  partie  de  trois  cens  foixante , la  corde  de 
cet  angle  fera  un  des  cotez  de  cette  figure. 

Pour  circonferire 
un  twl'.gone  ou  figure 
ré^ftltere  autour  £ un 
cercle.,  il  faut  premiè- 
rement l'infcrire  ^ 
en  prolonger  les  ra- 
yons ; après , a" ont  di-  q 
vifé  par  la  moitié  un 
des  cotez  de  ce  pol\go- 
ne  infertt  , comme 
EF,  en  menant  le 
rayon  AB  par  cette 
rnoitié.,  ^ fait  au  point  B une  tangente  eetre  AG 
ÿ AD  , on  aura  un  des  cotez  du  polygone  etreonf- 
crit.  Knfuite  il  faut  faire  tous  les  ras  ons  prolongez 
de  r'inferit  égaux  æ AG  b"  AD  , par  l'extrémité 
defquels  ayant  mené  des  lignes  droites  .pn  agira  la  figu- 
re que  P on  cherchait , ainfi  qu'il  eji  évident.  Mais 

Pon 
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ron  ne  peut  faire  avec  la  feule  règle  ^ le  compas 

P angle  du  centre  de  toute  figure  régulière  ex- 

ception , comme  nom  le  ferons  voir  ; cela  ne  fe  peut 
que  m 'chaniquement^en  fe fervaut  d*un  demi  cercle 
qui  ejl  divifepar  degrez , qu'on  nomme  Rapporteur. 

PROBLEME  II. 

Infer  ire  un  quatre'  dans  le  cercle  X.  Eucl.  IV. 
Prop.  6.  ■ ■ . 

Le  cercle  X eft  donné  pour  y-  infenre  un 

quarré.  Il  faut  mener  une  ligne  par  le  centre  du 

cercle,  telleque  //C,  qui  en  foit  le  diamètre;  oc 
fur  celle-là  & au  centre , la 
perpendiculaire  BD.  Les 
quatre  points  A,B,  C , D 
font  en  égales  diftances  ; 
ayant  donc  mené  des  li-  A 
gnes  droites  par  ces  quatre  ' 
points , on  aura  un  quarré  * 
dans  le  cercle  X.  Car  1°.  ^ 

cette  figure  a quatre  côtez  _ 
égaux.  2°.  Tous  les  angles  de  ABC  D font 
droits  t , car  chacun  d’eux  efi:  appuyé  fur  la 
demie  circonférence. 

PROBLEME  III. 

Faire  un  cercle  dans  un  quarré.  Eucl.  IV. 
Prop.  8. 

Lequarré /’’<!?///  eftdon-  H A Q 
né  pour  y inferir  e un  cer- 
cle. Ayant  coupé  par  la 
moitié  les  quatre  côtez  de 
ce  quarré,  & mené  AC  & 

B , fi  du  point  £ oii  ils  le 

coupent , de  de  l’intervalle  

AE , on  décrit  un  cercle  » ^ ^ 

ilfe  trouvera  inferit  dans 

E 4 ce 
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ce  quarré  : car  les  quatre  lignes  AE,BE , C£ 
DE  font  égales  ; ainfi  le  cercle  paflera  par  les- 
points  A,  J3,  C , D. 

Problème  IV. 

Circonfcrire  un  qitarré  à Un  cercle.  Eucl.  IV.  ‘ 
Prop.  7.  , ' 

Le  cercle  ABCB  ^fig.preced.e^  donné  pour 
lui  circonfcrire  un  quarré.  Il  faut  mener  deux 
diamètres  qui  fe coupent  à angles  droits  ; enfui- 
te  par  les  quatre  extrémitez  de  ces  deux  dia- 
mètres, ayant  mené  quatre  lignes  tangentes  au 
cercle  * , elles  feront  le  quarré  que  l’on  cher- 
che, comme  il  eft  évident. 

PROBLEME  V.  - 
■ Faire  un  cercle  autour  d'un  quarré.  Euclid.  IV. 
Prop.Q, 

Le  quarré  ABC  D cH: 
donné  pour  lui  circonfcri- 
re un  cercle.  Ayant  tiré 
des  Diagonales , c’eft-à-di- 
re,dcs  lignes  droites  d’un 
angle  à un  autre  angle  op- 
pofé , & prenant  pour 
rayon  la  moitié  d’une  des 
Diagonales , le  cercle  qu’on  décrira  fera  cb- 
liii  que  l’on  cherche. 


S È C T I O N V. 

De  la  mefure  de  l’Aire  des  Surfaces. 

Theoreme  L 

En  tout  Parallélogramme les  entez.  ^ les  an- 
gles oppojez  font  égaux  entre  eux.,  la  Diago- 

nale le  coupe  en  deux  également.  Eucl.  I.  Prop.34* 

Soit 

L.  I.  ».  iJz. 
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Soit  Xuii  parallélogramme  àontAB  eft  la  dia- 
gonale; il  faut  prouver  que  l’angle  ADB  ell  égal 
ù ACB , & que  les  côtez  AC 
BD  font  égaux.  Les  deux  an- 
gles  ABD  & BAC  oppofcz  al- 
ternativement font  égaux  * : 
par  le  même  raifonnement 
BAD  — ABC',\q  côté  AB  eft 
commun  ; ainfî  ces  deux  trian-  C 
gles  ABD  AC  font  entière- 
ment égaux  t : Donc  l’angle  D 
égal  à l’angle  C,&  l’angle  /^,à  l’angle  B,puifqu’ils 
font  compofez  d’angles  égaux,  &.AD=CB^ 
comme  aufli  AC  r=BD , & AB  coupe  en  deux 
également  le  parallélogramme  ABCD. 

THEOREME  II. 

Les  Parallélogrammes  qui  fout  entre  mêmes 
parallèles  ^ fur  même  hafe  ^ ou  une  autre  igaky 
font  éçraux.  EucM.  Prop.  35.  & q5. 

Si  les  Parallélogrammes  ABCÙ , EFCB  font 
entre  mêmes  parallèles  Z & X,  & fur  une  même 
bafe,  BC,  ou  une  autr 

êpaiiv 

Si  la  bafe  du  Pa-  z • 
rüllelogramme  B C 
EF  n’eft  pas  la  mê- 
me de  ABCD , fur 
BCfoitfaitl:  lePa- 
rallclogramme  EF 
CB  femblable  & é- 
gal  au  donné  EF 
CD.  Il  faut  prou-  x 
ver  que  ce  dernier 

Parallélogramme  EFCB  eft  égal  au  Parallélo- 
gramme l^BCD.. 

E 5 Les 
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Les  côtcz  , CD  du  Parallélogramme  font 

parallèles  par  la  luppofidon , ils  font  aufli  é- 
gaux  *.  Il  en  eftdemèmedcscôtez  EB  , 
Î^Iais  fi  à /1D  &.EF  fuppofées  égales  on  ajoute 
ED , les  toutes  /Œ , Dr^léront  égales  ; ainfi  les 
deux  triangles  E/1B , E'DC  ayant  Içprs  trois  cô- 
te/, égauxjferont  entièrement  égaux  f;  ôc  ôtant 
de  ces  deux  trian-  F E d A 
gics  égaux  la  partie  z •• 

G b.  qui  leur  eft 
commune,  les  tra- 
pèzes ABG  D & 

CG E F feront  é- 
^ gaux.  Ajoutant 
donc  à l’un  & à l’au- 
tre la  même  gran- 
deur fiffC,  ce  qui-  x 
fait  les  Parallelo- 
gramrnes  JBCD&.  DCEE\  ces  deux  figures  fe- 
ront égales  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

Il  faut  remarquer  que  fi  le  point  E fe  trou- 
volt  entre  D&.  A,  au  lieu  d’ajouter  DE  on  l’au- 
roit  retranché  pour  conclure  l’égalité  des  lignes 
AE,  DF,  & enfuite  celle  des  deux  triangles 
EAB , FDC  y & conféquemment  celle  des  deux 
Parallélogrammes,  au  moyen  dutrapezecom- 
mim  qu’on  auroit  ajouté.  ' 

Corollaire  I. 

* ^ “ Donc  en  mefurant  la  f ttrface  d'un  parallélogram- 
me , il  ne  faut  avoir*  égard  qu'à  la  bafe , & à la 
perpendiculaire  qui  mefure  Ja  hauteur. 

Car  prcQed.  le  parallélogramme  BCEFc^ 
égal  à un  parallélogramme  reélangle  dont  BC 
ettla  baie , & dont  les  côtez  qui  font  peroend!- 
culaires  font  égaux  à fa  hauteur.  Ainfi c’ellle 
parallélogramme  reftangle,  comme  ABCDyOfii 

cfi: 

♦ fpp.  n.  m,  X /up.  g.  ?î. 


Digitized  by  Google 


Livre  II,  Seüion  V,  107 

cft  la  mefure  de  tous  les  parallélogrammes  dont 
les  baies  feront  égales  à ZiC , & qui  auront  mê- 
me hauteur,  ou  feront  entre  les  mêmes  parallè- 
les A' de  Z.  Il  ne  peut  y avoir  qu’un  parallélo- 
gramme reêlangle  fur  la  bafe  BC  entre  X & Z;  ' 
de  il  peut  y avoir  une  infinité  de  parallélogram- 
mes non  reélangles  fur  la  même  bafe , & entre 
ces  mêmes  parallèles  A'  & Z. 

Corollaire  II. 

Donc  en  mefurant  l'étendue  d'un  par alleJogrant-  jjj 
me  'non  reélangle , il  ne  faut  point  avoir  égard  à 
fon  circuit. 

Car  quand  les  côtez  BE  &Cf’feroientd’un 
million  de  lieues  ouinfinis;cequifepeutcon- 
' cevoir  en  fuppofant  que  les  lignes  X^Z  foient 
prolongées  a l’infini:  ce  parallélogramme  dont 
le  circuit  efl  infini,  ne  fera  pas  plus  grand  que 
AliCD  ùont  le  circuit  efl  fini.  " 
THEOREME  III. 

Si  par  un  point  quelconque  de  la  diagonale  d'un  * 
parallélogramme  on  tire  deux  lignes  parallèles  aux 
côtez , elles  divijeront  le  parallélogramme  en  qua- 
tre pièces , dont  les  deux  que  la  diagonale  ne  ira- 
verfe  pas  , ^ qu'o»  appelle  Complémens , font 
égaux  entre  eux.  Euc'  ' " 

ABC=ADO,ècdGf 
= A Kt\  & FEC 
=zFHC*.  Des  deux 
triangles  égaux/^DC, 
ôc  A BC^  ôtant  des 
grandeurs  égales 
AKF^  FHC.â’üit-. 
part  ; & AGF&  Fl^C 
de  l’autre  ; les  reftes 

FKDrj  6cBEFG{é-  E B 


rout  égaux  ; ce  qu’il  falloit  démontrer.. 

. , E <S  Theo^ 
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T H E O R E M E IV. 

Les  parallélogrammes  fout  doubles  des  triaujrUs  de' 
meme  hauteur  ^ de  même  bafe.  Eucl.  I.  Prop.  41  ^ 
Le  triangle  iiCZ)  a mê-  a b » p 

me  bafe  que  le  parallelo-»,.— „ .fv 

grarame/4BCD,&ilsont  ’ ' " ' 

même  hauteur  étant  en- 
tre les  parallèles  A'  Z: 
je  mené  ü/'parallcleàCE 
• pour  faire  le  parallélo- 
gramme ÜCEf\  lequel 
dl  égal  à ABCD  *.  Or 
CEü  elt  égal  à EDF^. 

Donc  DCEFoü  la  gran- 
deur égale  ABCD , eft  le 
double  de  CED. 

Corollaire  L 
Donc  les  triangles  de  même  bafe  ou  de  bafe  /j^a- 
le  ^ de  même  hauteur  ^.font  e^aux.  E\icl.  J. 
Prop.  ^7,  & 38. 

Puilqu’ils  iont  tous  la  moitié  d’un  parallelo» 
gramme  de  même  bafe  & de  même  hauteur. . 
Corollaire  II. 

^31  Donc  pour  mefurer  la  fur  face  d'un  triangle.,  il 

ne  faut  avoir  érard  qu'à  fa  hauteur  ^ à fa  bafe,. 

Puifqu’il  elt  égal  à la  moitié  d’un  parallélo- 
gramme, qui  a même  bafe  & même  hauteur. 
Avertissement. 


H4 


Pour  mefurer  le  triangle  ABC,  il  faut  donc 

. abaif 
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àbaijier  du  fommet  la  perpendiculaire  AD , (jui  en 
eft  Ta  hauteur , £5’  multiplier  BC  par  la  moitié  de 
AD  , ou  AD  par  la  moitié  de  BC  ; o«  BC  par  AD^ 
y en  prendre  la  moitié  ; ce  qui  revient  au  même. 

Si  te  triangle  étoit  obtufangle^  comme  MNP  y 
«lors  pour  avoir'  la  hauteur.^  il  jfatf droit  prolonger 
le  coté  MP  , Çÿ  du  fommet  N tirer  la  perpendicu~ 
laire  NQ. 

Theoreme  V..  ' 

Les  triangles  égaux  de  mime  bafe , ou  de  bafe  *3* 
égale  ^ Ês’  pofez  d’une  même  part , font  entre  les 
mimes  parallèles.  Eucl.  I.  Prop.  39.  & 40. 

S’ils  font  égaux,  ils  ont  même  hauteur*;  &. 
par  conféquent  les  perpendiculaires  abailTées 
de  leur  fommet  fur  leurs  bafes  feront  égales. 

Si  on  mene  donc  une  ligne  par  leur  fommet 
«file  fera  parallèle  à leur  bafe  f. 

Avertissement. 

Ces  Propojitions  fe  peuvent  démontrer  par  une 
autre  méthode. , dont  il  eji  bon  ici  de  donner  quelque 
connoijfance.  Il  ^ évident  l®.  que  lorfque  deux 
furfaces' planes  font  faites  par  le  mouvement  de 
deux  lignes  droites  Çÿ  égales , fi  le  mouvement  de 
Pune  Çy  de  P autre  ligne  eft  égal , Çjp  qu’il  dure 
autant  de  tems^  ces  deux  furfaces  font  égales.  Si 
par  exemple  AB  ' _ 

eft  égale  ^ EF , Çÿ  . I G 1>, 
que  ces  deux  lignes 
fe  meuvent  pa- 
rallèlement a elles- 
mêmes  d’un  mou- 
vement égal  y ve- 
nant dans  un  même  _ T-l  A -»> 

tems  de  'Z  à X , ^ ^ 

deux  lignes  parallèles,  les  deux  parallélogrammes 

ABCD  ÉFGI  décrivent  AB  es  Er  , fmt 

E 7 égaux. 
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é^aux.  à/ EF  fe  meut  bicH  toujours  paralUIentent 
a ehe-méme  ^ mais  q^en  mime  tems  elle  ait  un 
autre  mouvement  qut  la  porte  ou  à droit  ou  à J^au~ 
che  , on  voit  bien  que  fes  extrémitez^  E ^ F dé’- 
criyent  de  plus  grandes  lignes  que  A ^ li  extré~ 
mitez,  de  JS&  qu  on  fu^  pjje  n'avoir  qu'un  mouve- 
ment qui  la  pa.  te  par  le  ptm  court  chemin  de  Z à 
X ; ainji  quoique  ABCD  ^ EFGI  /oient  des  fur- 
faces  eprales , le  circuit  de  celle-ci  eji  plui'grand. 

Si  ces  lignes  AB 
y EF  en  /émou- 
vant laij] oient  à 
chaqsu  injiant  une 
trace  ^ il  e,i  évi- 
dent que  comme  on 
/uppo/e  qu'elles  font 
portées  dans  un 
meme  tems  de  T,  à 

X,  les  deuxjur/aces  ABCD  $5»  EFGH  qu'el- 
les d.'crivent  ^/eroient  couvertes  d'un  nombre  égal 
de  lignes  toutes  égales:  ^ par  con/équent  que  ces 
deux /uif aces  doivent  être  égales.  Ce  qu'on  peut 
démontrer  encore  plus  /er/iblement  : Au  lieu- que 
AB  ^ EF  /ont  des  lignes  mathématiques  /ans 
largeur , /uppo/ons  que  ce  /oient  des  lignes  qui  ont 
quelque  largeur,  mats  fi  petite  qu'elle /oit  ab/olu' 
ment  mdivi/ihle , [fi  qu'on  Us  ait  rangé  paralle- 
lement  les  unes  ù côté  de  AB,  les  autres  à côté 
M EF  y entre  Z y alignes  parallèles.  Pu/que 
l e/paee  entre  Z ^ X efi  partout  le  meme , ^ 

' que  ces  indivifibles  /ont  toutes  égales , il  y en  au- 
ra autant  /ur  AB  que  Jur  Et^,  elles  /eront  paz 
con/équent  deux /ur/ues  égales'.  Si  celles  qui  font 
/ur  EF  font  bien  toujours  parallèles  entre  eî^ , 
mais  que  l'extrémité  de  la.  /econde  paie  au-delà 
de  ^ celle  de  la  troifieme  encore  au-delà, 
alors  le  circuit  de  /era  plus  grand  que  ce- 

' lui 
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IhI  de  'ABCD  ; fi  nous  fuppofions  dans  ces  li- 
gnes une  largeur  indivijible , c'eft-à-dire  injenfi- 
ble , les  Chtez.  E I ^ F G ne  feraient  pas  des  li- 
gnes'y mats  des  lignes  lomme  dentelées. 

Cetfte  méthode  que  nous  expliquons  ici  s'appelle 
la  méthode  des  indivifièles  \ parce  qu'on  fuppofe 
des  lignes  qui  ont  une  largeur  indivfible  à caufe 
de  (a  petitejfe. 

On  peut  employer  cette  même  méthode  pour  ''  - 

prouver,  l'égalité  des  triangles  qui  font  fur  me  mê- 
me bafe , qui  ont  la  même  hauteur  ou  fui  font 
entre  deux  parallèles  car  fi  on  fuppofe  que  deux 
lignes  égales  ont  :e  mê- 
me mouvement  , êfi . 
qu'elles  fe  diminuent 
froport'ionneliement , il 
faut  que  dam  le  même 
tim:  elles  faffent  des 
furj'aces  égales.  àianfiiZ 
on  conçoit  deux'  furfa-  ^ 
ces  fur  deux  bafes  éf(a-  - 
les  y eornpofées  dé  un  t^al  nombre  de  lignes  indi- 
vifibles , qui  font  dimitmées  proportionnellement , 
de  forte  que  toutes  forent  égales  chacune  à chacu- 
ne ; il  faut  que  ces  deux  furfaces  qui  font  deux 
triangles , foient  égales. 

Kemarquez,  que  de  deux  triangles  é^une  furfa-  137 
ce  égale.)  celui  dont  les  cotez,  les  angles  font 
plus  égaux  entre  eux , a moins  de  circuit.  Le 
triangle  même  reélangle  aura  plus  de  circuit 
qu'un  équilatéral  qui  lui  fait  égal  : car  foit  ABC 
un  reélangle  , üP  A B D un  é<juilateral  de  même 
hauteur',  ils  font  égaux  *.  Soit  AC  prolongé. en 
E,  de  forte  que  AC  = CE.  Le  circuit  de  ACB 
c[i  A 13  — f-  B C -H-  C E.  .Soit  prolongé  B D juf- 
cu'à  E , chaque  angle  de  A B D efi  de  60.  (îf 

EAB, 

* 134- 

»■ 
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EAB  étant  de  les  angles  AEB 
Çÿ  E AD  font  chacun  de  ^o.  - Ainfi 
EDA  efi  un  ifofcele  DE=AD. 

Donc  A B — I-  B E ejl  le  circuit  de  Cl 
ABD.  Or  BE  eji  plus  petit  ^ue 
, BC-+CE  ; donc  le  circuit  de  ABD 
efl  plus  petit  que  le  circuit  de  ABC.  ^ 

Nous  ferons  voir  dans  la  fuitOy  qu'une  A, 
figure  qui  efl  plus  uniforme  en  toutes 
fes  parties  yVenfernte  une  pins  grande  furf ace  dans 
un  moindre  circuit.  > 

PROBLEME  I.  ^ 

X3l  Fiùre  un  parallélogramme  égal  à un  triangle 
donné  y ÿ qui  tût  un  angle  donné.  Euclid.  I. 
Prop.  42. 

Le  triangle  donné  ell  ABC  y à.  l’angle  donné 
D.  Il  faut  faire  un  parallélogramme  égal  au 
triangle,  <jui  ait  l’angle  égal  à D. 

I O.  Par  B , fom-  _ — 

met  du  triangle  / yv  / */  / 

yfBC,  je  mene  BE  / \7Sv  / /■% 

parallèle  à fa  bafe  / \/ 

AC  *.  2«.  Sur  £ , ^ TSt  C 
moitié  de  cette  ba- 


fe , j’éleve  GE  qui  fafle  avec  AC  un  angle  égal 
à D t-  3°-  J’acheve  le  parallélogramme 
CEGF\y  qui  fera  celui  qu’on  demande  ; car 
il  eft  égal  au  triangle  ABC  j; , & il  a l’angle 
GEC  égal  à l’angle  donné  D. 

PROBLEME  II, 

Sur  une  ligne  droite  donnée , décrire  un  parallelo^ 
gramme  égal  à un  triangle  donné y^ qui  ait  un  angle 
égal  à un  angle  reétilt^ne  donné.  Eucl.  I.  Prop.44. 

La  ligne  donnée  e(l/f,  l’angle  donné  efl:  C.  Il 
' faut  faire  un  parallelogràmme  égal  au  triangleB.. 

10.  Par  leProblême  précédent , j e fais , félon 

l’an- 

* \ fup,n,i9.  ^ 
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l’anele  C , le  parallélogramme  DEFG  égal  aa 
triangle  B.  2°.  Je  prolonge  G F & DE:  de 
fone  que  F//=  ^ , & El=:fH  ; j’acheve  le  pa- 
raîlelogramme  Ethl  ,]q  prolon^  la  ligne  JF 
julqu’à  ce 
qu’elle  trou- 
ve le  prolon- 
gement de 
ÜG-,  & j’a- 
cheve le  pa- 
rallélogramme D/CL/,  dans  lequel  FHLM  efl; 
égal  à DEI  G *.  Ainfî  FHLM  efl:  le  parallélo- 
gramme que  l’on  cherchoit  égal  au  triangle  B 
à qui  DEFG  a été  fait  égal , ayant  un  angle 
égal  à l’angle  donné  C , & étant  fait  fur  F H 
égale  à la  ligne  donnée  A. 

P R O B L E \r  E I I I . 

Dicrire  un  parallélogramme  égal  à une  figure  i4o 
reSl'tligne  donnée , qui  ait  un  angle  égal  a un 
angle  reÛiligne  donné,  Eucl.  I.  Prop.  45. 

La.  figure  reftiligne  donnée  eü.  ABC D , l’an- 
gle donné  E.  1®.  Jeréfous  la  figure  ABC D en 
deux  triangles,  par  la  ligne /^C.  2®.  Je  fais  le 

parallélogramme  Ç 3>  . ILÏ-  IC 

G/ égal  au  triangle 
ABC , ayant  l’an- 
gle- G égal  à l’an- 
gle donné  E f. 

30.  Sur  ///  je  fais 

aufli  le  parallélogramme  IL  égal  aü  triangle 
y^CD,  ayant  l’angle  IHL  égal  audit  angle  ■£  J. 
Cela  étant  fait,  GX  =G/  — I-  IL  : donc  G X 
= ABCD  e(l  le  parallélogramme  requis 

0^^  fi.Dfigure  avoit  été  compofée  de  plus  de  deux 
triangles , on  auroit  fait  la  même  chofe  fur  la  ligne 

*/Mp.  ».  1 3ï.  t 4 fup,  n,  U9, 
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Kh  pour  U troijieme  triangle  il  a été  fait  fur 
HI  pour  le  fécond',  ^ aii^i  des  autres. 

De  finition. 

*4*  Dans  un  triangle  reSiangle,  le  côté  oppofé  à 
Pangle  droit  fe  nomme  Hypotheuufe, 

THEOREME  VI. 

/îf»  Dans  tout  triangle  reilangle  le  cjuarré  de  Vhy- 
puthenufe  .,ou  du-  côté  qui  foutient  l'angle  droit , eH 
égal  aux  deux  quarrez  des  deux  autres  côtez^  . 
Éucl.  I.  Prop.  47.  . 

Soit  le  triangle  reftangle  CAB.  Si  fur  l’hy- 
pothenufe  CB  on  fait  le  quarré  CD . {[on  défigne 
ainji  un  quarré  ou  parallélogramme  par  deux  let- 
tres en  diagonale)  & fur  les  deux  autres  côtez 
CW  & AB , on  fait  les  quarrez  CK,  BG:  Je 
dis  que  CD  = CK  -j-BG. 

Soit  mené  du  fommet/f  ,1a  ligne  AL  perpen- 
• diculaire  fur  l’hypothenufe  BC , elle  divifera  le 
uarré  CD  en  deux  parallélogrammes  Ik&LlD, 
ont  le  premier  efté^l  auquairé  C/f  ,&  le  fé- 
cond au  quarré  BG  ; ce  que  l’on  démontre  ainli. 

Soit  mené 
du  point  Aau 
point  E la  li- 
gne A'E , & 
du  point  Bau 
point //la li- 
ne 3 JE  Ce$ 
eux  lignes 
formeront 
les  deux  tri- 
angles égaux 
ACEBCH*. 

Car  le  côté 
C£=C  B,& 

CA=HC‘,  & les  angles  ACE  & HCB  renfennez 

pa.t 
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- par  ces  côtez  font  égaux , ayant  chacun  un  an- 
gle droit,  & l’angle /?6’iÿ  commun.  Mais  le 
triangle  ACE  eft  moitié  du  parallélogramme 
/£*,  parce  que  ces  deux  figures pnt  même  ba- 
Ib  & qu’elles  font  entre  les  mêmes  parallèles. 

De  meme  le  triangle  tlCÇ  cfl:  moitié  duquarré 
CK , par  la  même  raifon.  Or  ces  triangles  font 
égaux  ; donc  les  parallélogrammes  qui  en  font 
doubles , leront  aufli  égaux. 

Ce  que  l’on  vient  de  dire  du  parallélogramme 
7 £ , & cju  quarré  C £ , fe  doit  entendre  du 
parallélogramme /Z),  & du  quarré  BC  :donc, 
dcc. 

R E M A R Q U E. 

Cette  Propojition ^ d'un  ufageirès  frequent  Çj* 
trh  étendu  dam  ta  Géométrie  , aufi  bien  que  dam 

• U Réfolution  des  Problèmes  par  l'Analyfe. 

PROBLEME  IV. 

Trouver  un  quarré  égal  à deux  on  dplufieurs  i4ï 
autres  quarré z. 

Il  ne  faut  que  joindre  les  deux  bafes,  AB, 

AC , des  deux  quarrez  propofez , de  forte  qu’ils 
faüent  un  angle  droit  ; la  bafe  CB  de  cet  angle 
fera  le  côté  d’un  quarré  égal 
â ces  deux  quarrez , félon  le 
précédent  Théorème.  Si 
l’on  demande  un  quarré  égal 
à trois  quarrez  donnez , & C 
que£Z)  foit  le  côté  du  troi- 
nemc,  je  joins  BC  & BD , de  forte  que  ces 
deux  lignes  faflent  un  angle  droit.  ÀIcxts  le 
quarré  de  C7>>  eft  égal  aux  quarrez  defîC  & de 
£/),  par  conféquent  aux  quarrez  de  AC  . de 

• AB^  àcBD\  & par  cette  méthode  l’on  trou- 
vera un  quarré  qui  foit  égal  à tant  de  quarrez 
que  l’on  voudra. 

* fap.n.  ijj.  Théo- 
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Theoreme  VI I. 

Si  le  quarré  d'un  dès  cotez  d'un  triangle  efi 
égal  aux  quarrez  des'  deux  autres  cotez , l'an- 
ge compris  entre  ces  deux  cotez  efi  droit.  Eucl. 
Prop.  48.  • 

Je  fuppofe  qu’au  triangle  /IBD  \e  quarré  du 
côté  SD  foit  égal  aux  qùarrez  des  deux  autres 
côtez  AB\ÀD.  Cela  étant,  je  dis  que  l’angle 
B compris  entre  les  deux  côtez  , dO, 
eft  droit. 

Soit  fait  AC  perpendiculai- 
re fur  AD  & égale  à A3  ; donc 
les  quarrez  de  AD  & AC  font 
égaux  à celui  de  DC  *.  Or  ces 
deux  quarrez  font  égaux  par 
hypothefe  à celui  de  BZJ; 
dbnc  les  quarrez  de  B D & de  /)C  font  égaux  : 
Ainfi  C D &.  B D font  égaux  ; donc  les  deux 
triangles  AB  D ADC  font  entièrement  é- 
gaux,  & par  confécjuent  équiangles  f.  BAD 
eft  donc  droit , aufli  bien  que  CAD.  On  fup* 
pofe*ici,  ce  qui  eft  évident,  que  les  quarrc2i 
égaux  ont  des  côtez  égaux. 

Theoreme  VIII.- 

Un  triangle  efi 
égal  à deux  ou 
pufeeurs  trian  ' 
gles  de  même 
hauteur , dont  les 
bafes  prifes  en- 
femhle  font  égales 
à la  fienne. 

Le  triangle 
ABC  eft  égal 
aux  triangles 
ABE,  EAD  & 


A 


H 


■HH 

■ 

m 

S 

H 

B8h 

1 

i 

B 


£ 


D 
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DAC^  qui  font  fes  parties.  Or  ACD-=z  CFD , 

:&  DAE = DGE,  & EAB  = EHB  ♦;  donc  CAB 
efl:  égal  à deux  oupluflcurs  triangles , &c.  Ce  .. 
qu’il  falloir  prouver. 

D E FINITION- 

0»  appelle  Apothème  la  partie  du  rayon  per- 
pendiculaire , qui  efl  entre  le  côte  d'un  polygone  **  ' 
inferit , ^ le  centre  du  cercle. 

AD  eft  un  apothème.  {fix»*e  fuivante.  ) 

Theoreme  IX. 

La  furface  d’un  polygone  régulier  efl  égale  à un 
triangle  qui  a pour  bafe  le  circuit  de  ce  polygone^ 
y pour  aauteur  l'apothème  de  ce  polygone. 

Ayant  mené  des  li- 
gnes du  centre  A à cha- 
que angle,  ôn le  réduit 
en  autant  de  triangles 
qu’il  a de  cikez , tous 
égaux  au  triangle  ABC 
qui  a a 6’ pour  bafe,  & 
pour  hauteur  l’apothè- 
me ; or  un  triangle 
qui  a AD  pour  hau- 
tcui;,&  pour  bafe  le  cir- 
cuit de  ce  polygone,  efl:  égal  à tous  ces  triangles 
dont  la  hauteur  efl:  Dd  ; &les  bafes  prifes  en- 
fcmble,  font  le  circuit  de  ce  polygone  f • Qui 
eft  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Propofitions  évidentes  touchant  les 
Polygones. 

Proposition  I. 

.Un  polygone  ejt plhs  grand  que  le  cercle  auquel 
il  efl  circonferit. 

Pr©- 

XJ4- 
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Proposition  II. 

U»  polygone  ejt  plus  petit  que  le  cercle  daKs  le- 
quel il  ejt  infent. 

Proposition  III. 

Un  cercle  ptut  être  pris  pour  U»  polygone  (T une 
incité  de  cotez. 

Car  fl  un  polygone  dont  le  diamètre  eft  petit 
avoit  un  million  de  côtez,  il  eft  évident  qu’il  ne 
differeroit  pas  lenfiblement  d’un  cercle.  Si, 
dis-je,  on  conçoit  dans  un  cercle  autant  de  cô- 
tez qu’il  a de  points  fenfibles,  ce  fera  un  poly- 
gone & un  cercle  en  même  tems. 

Theoreme  X. 

xjx  De  deux  polygones  réguliers  circonferits  à un 
cercle , celui  qui  a plus  de  côtez , a un  plus  petit 
circuit  Çÿ  une  plus  petite  furface.  • 

X eft  un  polygone 
cirçonferit  à un  cer- 
cle*: je  divife  fes  côtez 

{)our  faire  un  autre  po- 
ygone  qui  ait  plus  de 
côtez , en  menant  des 
tangentes  qui  feront 
hors  du  cercle  * ; ainfî 
ce  polygone  fera  plus 
grand  (me  ce  cercle  f. 

Je  comidere  la  même 
partie  de  ces  deux  polygones,  c’eft-à-dire , qui 
ibit  circonferite  à la  même  partie  du  cerclé , par 
exemple  à EFD  ; puifque  BA  AC  eft  plus 
grand  que  BC  ; donc  BD-\-  B A -1-  AC  — p CF 
eft:  plus  grand  que  DB  BC— f-CF;  ainfi  le 

circuit  de  celui  qui  a moins  de  côtez  eft  plus 
grand.  La  figure  EfCABDe^cedeEFCBfJdc 
la  grandeur  du  triangle  ABC  ; la  furface  de  ce- 
lui qui  a plus  de  côtez  eft  donc  plus  petite. 

C 0- 

* L.  I.  fl.  !•(«  t S<*t' 


Digitiiod  by ‘Google 


Livre  IL  SeSlicn  iip 

' Corollaire. 

Dofic  pHtfque  pins  un  polygone  circonj'crit  a de 
cotez. , plus  H ejl  petit , demeurant  toujours  plus  ist 
grand  que  le  cercle  auquel  il  ejl  circonjcrit  ; il 
s'enjuit  que  plus  un  polvgune  a de  cotez , jon  cir~ 
cuit  cÿ  jti  fu.  face  approchent  plus  du  circuit  cT  de 
la  furfdce  du  cercle  auquel  il  efi  circonfcrit  ; ^ 
qu'aitiji  un  polygone  circonfcrit  cCune  injfiaité  de 
cotez  ne  dijere  point  du  cercle. 

Theoreme  XI. 

De  deux  polygones  réguliers  inferits  dans  un 
même  cercle  ^ celui  qui  a plus  de  cotez  a un  plus  ^Si 
grand  circuit  Çÿ  une  plus  grande  furj'ace. 

Deux  polygones  étojjt  inferits  dans  le  cercle 
X\  je  confidere  la  partie  les  parties 

de  ces  deux  polygones  ~ 

qui  y répondent. 

1°.  B D -k-  DC  eft 
3lus  grand  que  B C; 
lartant  le  circuit  dece- 
ui  qui  a plus  de  côtez 
eft  déjà  plus  grand. 

2«.  La  figure /^B  CD 
furpafle  ABC  de  la 

f andeur  du  triangle 
DC;aiqfi  le  polygone 
qui  a plus  de  côtez  a une  plus  grande  furface: 
ce  qu’il  falloir  prouver. 

Corollaire 

Donc  puifque  de  deux  ou  plujieurs  polygones 
inferits  dans  un  mime  cercle  , celui-là  ejl  plus 
grand  qui  a plus  de  côtez , demeurant  toujours 
plus  petit  que  le  cercle  * ; il  s'' enfuit  que  plus  un 
polygone  inferit  a de  côtez, plus  il  approche  de  la 
circonférence  ^ delà  furface  du  cercle  j ^ qu'aînfi 

un 
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.un  polygone  infcrit qui  a une  infinité  de  côtez-^ 
ne  ditfiere  point  du  cercle. 

'1'  H E O R E M E Ail. 

De  deux  polygones  réguliers  infcrits  dans  tin 
même  cercle,  ou  cercles  égaux  y celut  qui  a plus 
de  cotez  a un  plus  grand  apothème. 

ÉL  eiUa  corde  du  polygo- 
ne qui  a plus  de  cotez,  C/ 

celle  de  celui  qui  en  a moins;  £ 

ainü  CE  étant  la  corde  d’un 
plus  petit  arc,ell  plus  petite, 

&parconféquent  plus  éloi* 

Ïnée  du  centre  que  C/*. 

)onc  la  perpendiculai»  D qui  eft  l’apothême 
du  polygone  dont  C £ eft  la  corde,eft  plus  grarx- 
deque'  dB  apothème  du  polygone  dont  C/ eft 
la  àrde;  ce  qu’il  falloit  prouver. 

THEOREME  XI  II, 

Eafurface  d'un  cerclé  eft  égale  à un  triangle 
qui  a pour  fa  hauteur  le  rayon  du  certle , ^ pour 
bafe  la  circonférence.  ^ 

On  peut  iuppofer  félon  les  deux  Théorèmes 
précéoens  & leurs  Corollaires , qu’un  cercle  eft 
égal  à un  polygone  d’une  infinité  de  côtez , qui 
lui -eft  circonlcritou  inferit,  La  furface  de  ce 
polygone  eft  égale  à un  triangle  qui  a^our  b^e 
fon  circuit , qui  eft  ici  la  même  chofe  que  la  cir- 
conférence du  cercle,  & pour  hauteur  l’apothê- 
me ou  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de 
ce  polygone  iur  un  des  côtez  de  ce  même 
polygone,  qui  ayant  un  nombre  infini  de  rô- 
tez  cette  perpendiculaire  n’eft  point  ditte- 
rente  du  rayon  du  cercle  o'u  il  eft  ihfcrit. 
Prenant  donc  le  cercle  pour  un  polygone  fem- 
blable,  fa  furface  eft  égale  à un  triangle, 

dont 
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dont  la  balb  efl  égale  à fa  circonférence,  & 
îa  hauteur  efl  égale  à fon  rayon. 

Le  d’un  cercle  fe  peut  mefurer  facile- 

ment , il  n'en  efl  p^  de  même  de  fa  circonféren- 
ce qu'on  ne  connoit  pas  encore.  C’efl  ce  qui  em- 
pêche de  trouver  la  quadrature  du  cercle , c'efl- 
à-dire , de  faire  un  quarré  /j^al  à la  furface  ren- 
fermée dans  un  cercle  : car  Ji  on  connoiffoit  cette 
circonférence.,  on  formerait  facilement  un  trian- 
gle égal  au  cercle  , faifant  fa  bafe  égale  à cette 
circonférence  ^ fa  ^erpendiculatr'e  égale  au 
rayon.  Ce  triangle^  futvant  ce  qui  fera  enfeigné 
■ dans  la  fuite  , fe  changerait  facilement  en  un 
quarré  qui  lui  ferait  égal.,  Çÿ  par  conféquent  au-  ■ 
dit  cercle.  Mais  on  ne  peut  exprimer  ta  gran- 
deur delà  circonférence  d'un  cercle  qu'ennfltgnant  ' 
deux  lignes  y Tune  plus  grande  Çÿ  P autre  plus 
petite  que  cette  circonférence , qui  ne  éhfferent  . 
entre  elles  que  dune  grandeur  moindre  que' toute 
grandeur  qu'on  puiffe  marquer  \ ce  que  P on  dé- 
montre de  cette  maniéré. 

Sort  le  cercle  donné  \ \ je  fuppafe  qu'unpolyga- 
' ne , que  je  nomme  Z , lui  fait  cireoafcfit , Çÿ 
qu'un  autre  que  j'appelle  Y lui  foit  infcrit.  La  / 
grandeur  donnée.,  qui  efl  la , différence  de  la  fur- 
face  du  cercle  à une  au- 
tre furface,  efi  T. 

J'augmente  ou  dimi- 
nue les  cotez  'des  polygo- 
nes Z Çîf  Y , . jufquà 
te  que  leur  differente 
' fait  plus  ^îte  que  la 
grandeur  T ; ce  qui  efl 
facile  : car  en  augmen- 
tant les  cotez  de  l'un  Çÿ 
l'autre , on  augmente  la 

F granr 
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grandeur  Y * , Çjr’  ou  ditmnue  celle  de  Z f . 
Atnji  PuH  y l'autre  approchent  plus  de  la  cir- 
couference  du  cercle.  La  différence  de  Z avec  Y 
*Ji  plus  ^ande  que  celle  de  Z uvec  le  cercle  X , 
puijque  A eft  plus  grand  que  Y;  donc  la  diffé- 
rence des  furfaces  de'Z  ist  de  Y étant  plus  peti- 
te ^e  la  grandeur  T , o»  trouve  une  jurface  qui 
différé  de  celle  du  cercle  cPune  grandeur  plus  per- 
tite  que  celle  qu'on  avait  propofée  : c'^-à  dire , 
que  fi  on  propofoii  de  trouver  une  furface  qui  ne 
différât  M celle  d'un  cercle  donné  que  de  la  cent- 
mtllieme  partie  d'une  ligne , on  en  pourrait  tron' 
ver  une  qui  différerait  encore  moins. 
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1 4 ; 

• * • '*  ! 
Les  proprietez  qui  conviennent  h toute 

Grandeur , appliquées  aux  Lignes , 

Plans , Solides  j & démontrées.  ■* 


SECTION  PREMIERE. 

Les  quatre  Operations  de  l’ Arithméti- 
que, Addition,  SouftraéUon,  Mi4lti- 
plication , & Divifion , fiir  les  Lignes , ' ' . 
lUr  les  Plans , & fur  les  Solides.  , 

Operation  I. 


i A première  & la  plus  fimple  propriété 
de  toute  grandeur,&  par  conféquent 
; d’une  ligne, d’un  plan^  d’unfolide, 
c’eft  de  pouvoir  être  augmentée , ou 
diminuée.  On  peut  ajouter  une  ligne 
à une  ligne, les  joignant, ou  les  prolongeant. 
On  peut  de  même  ajouter  un  plan  à un  plan,  en 
les  continuant  ouïes  mettant  côte  à côte  l’un  de 
f autre.  Quand  on  exprime  des  grandeurs,  foit 
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lignes,  foit  plans,  foit  folides  avec  des  lettres,  le 
figne  de  l’Addition  eft  celui-ci— t-  ; ainfi4— |-^ 
veut  dire  que  les  grandeurs  qu’on  appelle  4 & 
nombres  ou  lignes,  font  ajoutées  enfemble. 
Lorfque  la  même  lettre  fe  trouve  repetée  plu- 
fieurs  fois , on  ne  la  marçme  qu’une  feule  fois , 
mais  on  met  devant  un  chiffre,  qui  lignifie  com- 
bien de  fois  elle  eft  ajoutée  à elle-même , S ^ li- 
gnifie que  b eft  ajouté  trois  fois  à lui-même. 
Four  ajouter  unegrandeur  qui  ale  l^e  —h  à la 
même  qui  a le  u^e  —,  on  les  efface  toutes 
deux;  car  plus  & moins  une  même  grandeur, 
ce  n’eft  rien.  Ainlî  dans  une  Addition,  il  faut 
effacer  les  mêmes  grandeurs  qui  ont  des  fignes 
contraires.  Dans  la  Géométrie  l’on  marque  or- 
dinairement une  ligne  par  deux  majufcules  aux 
deux  extrémitez , comme  AB , ou  par  une  feule 

{)etite  lettre  qu’on  met  au  milieu,  4,  marque  la 
igné  AB.  ' A — ^ — B 

Operation  II. 
SouftraéUon. 

^ Le  ligne  delaSouftraftion  eft  unepetite bar- 
re ;ainû  4— ^marque  que  l’on  conçoit  que  de 
4 on  a retranché  b , & que  par  conféquent  a • 
étoit  plus  grand  que  b. 

La  différence  de  deux  grandeurs,  c’eft  l’excès 
de  la  plus  grande  par  deffus  la  plus  petite , ou  la 

f)lus  grande  moins  la  plus  petite.  Soient  deux 
ignés B & CZJ  ; ayant  pris  E 
fur  AB  la  ligne  yf  A égale  à A"'  ' ~B 

C D , leur  différence  eft  £ B C D, . 

excès  de  AB^zx  delTus  CD  ^ ou  la  plus  grande 
" ligne y^B  moins  la  pluspetite  CD  ; c’eft-à-dire, 
ce  qui  refte  de  la  pliis  grande  après  le  retranche- 
ment de  la  plus  petite, 

Si 
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Si  l’on  retranche  du  plan  ABC  D^\q  plan 
BC  EF,  pour  marquer  ce  retranchement  l’on 
écrit  de  même  AB^D  — BCEt\  ce  qui  fera 
la  différence  de  ces  deux  plans.  D E G 
Après  cc'recranchement , le  refte 
eft  le  plan  AUEE.  La  règle  gé- 
nérale de  la  Souftraftion  eft  de 
changer  les  fignes  de  la  grandeur  J— i — : . 
qu’on  veut  retrancher.  On  fous-  " r a 
entend  toujours  le  figne—+- devant  la  grandeur 
qui  n’a  aucun  figne.-  Ainfi  pour  ôter ^ de  . 
c’eft-à-dire , —H»  de  « , il  faut  changer  ce 
en—,.& écrire 

Operation  III. 

Multiplication. 

Multiplier  une  grandeur  par  une  autre,  c’eft  3 
prendre  l’une,  (n’importe  parlaquelle  on  com- 
mence, ) autant  de  fois  qu’il  y ad’unitezdans 
l’autre.  Multiplier  a par  k , c’eft  prendre  a au- 
tant de  fois  que  b a d’unitez  ou  de  parties  ; ce 
qu’on  marque  en  uniffant  ainfi 
ces  deux  lettres  ,ab.\\  eft  évi- 
dent que  ce  plan  eft  fait  par  le 
mouvement  de  la  ligne  b,  mue 
de  â à C ; partant  repetée  ou 
prife  autant  de  fois  qu’il  y a 
d’unitez  ou  de  parties  en  «.  Quand  on  marqué 
un  plan  par  deux  lettres  ainfi,  ah,  on  fuppofe 
que  ao\xBC  fait  un  angle  droit  avec  b ou  AB. 
Nous  avons  démontré  dans  le  Livre  précédent, 
que  la  grandeur  d’un  plan  ne  dépend  pas  feule- 
ment de  la  longueur  de  fescôtez,  mais  auflî  de 
la  nature  de  l’angle  qu’ils  font;  qu’un  parallélo- 
gramme reétangle  eu  plus  grand  ♦ que  celui  qui  v 
- • F 3 - ne 
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ne  l’eft  pas.  Il  a ainfi  une  mefure  déterminée; 
c’eft  pourquoi  onfuppofe,  comme  je  le  viens 
de  dire,  que  deux  li^es  qu’on  cpncoit  multi- 
pliées l’une  par  l’autre,  font  un  reaangle.  - 
Quand  on  fe  fert  de  petites  lettres,  leur  union 
eft  une  marque  qu’elles  font  multipliées  l’une 
par  l’autre;  mais  il  n’en  eft  pas  de  même  quand 
on  fe  fert  de  capitales.  Ainu  ÂB  ne  marque  pa» 
que  A eft  multiplié  par  B , mais  que  AB  eft  une 
ligne, dont  A fi.  B font  les  extrémitez.  Le  figne 
de  la  multiplication  de  deux  lignes  marquées 
X avec  des  capitales  eft  celui-ci  x , qui  eft  une  pe- 
tite croiî  de  S.  André , AB  x B£ , marque  que 
AB  eft  multiplié  par  BC. 

Si  l’on  conçoit  que  le  plan  ^ 

ABCD  eft  pris  autant  derois, 

& mis  fur  loi-même,  qu’il  y a 
de  parties  dans  DE , cela  fait  _ 

«n  foüde  ABCD  x DE.  Si  AB  ° 
sza,  & AD^ti  & DEzzc , le 
produit  fera  aie.  Comme  l’on  marque  un  plan 
avec  deux  petites  lettres,  on  marque  le  îbli-  ^ 
dê  àvec  tfois.^ 

V.  OperationIV.  • 

; \ t)ivifion. 

4 Ôn  nomme  Dividende  la  grandeur  qu’on 
propefe  à dîvifer;  Divifeur, celle  par  laquelle  on 
divife  ; Quotient , celle  qui  exprime  combien 
3 de  fois  le  Divifeur  eft  dans  le  Dividende. 

. Pour  marquer  qu’une  grandeur  eft  divifée 
par  une  autre , où  met  leurs  lettrés  l’une  fous 
f autre,  & on  les  fépare  par  une  petite  ligné. 
Pour  divifer  4 par  oh  met  a fur  de  cette 

»iânierc-y  , qui  marque  qu’on  conçoit  que  a 

eft 
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eft  oWifè  par  b.  La  Divifioneftuneefpecede 
Soulbaélion.  Quand  on  ôte  une  grandeur  tou- 
te entière  d’elle-même,  il  ne  refte  rien;  AinQ 
divifer  a par  a c’ell  ôter  u de  a autant  de  fois 

au’il  y eft  contenu.  11  y eft  une  fois  ; ainfi  en 
ivifant  « par  , il  ne  doit  rien  relier  : le  Di- 
vidende ce  le  Divifeur  difparoiffent  ; par  confé- 
quent  leurs  lettres  qui  font,  également  datTsle 
DivifeurÜc  dans  le  Dividende  doivent  être  fup* 
primt^es.  Pour  divifer  cd  par  r,  il  faut  fupprimer 
f , de  lailTer  « ,qui  fera  le  quotient  de  cd  divifé 
par  s , c’eft-à-dire , que  d fera  le  figne  du  nombre 
de  fois  que  c eft  dans  <•<<'.  La  Divifion  défait  ce 
qu’a  fài;  la  Multiplication.  Quand  on  multiplie 
e par  on  les  joint  ^cà.  D ivifant  donc  par 
r , il  fîut  que  c ne  paroifle  plus , & qu’il  ne  refte 

que  f.  S’il  falloit  multiplier  par  , il  fau- 

droi;  effacer  a ; c’eft-à-dire , que  le  produit  de 

î^par  eft  cd:  car  c’eft  cd  divifé  par  <t, 

& effaçant  ^,on  rétablit  la  divifion  défait, 

& la  multiplication  refait. 

Rerrarquez  que  le  quotient  d’une  divifion 
étant  multiplié  par  le  Divifeur,  il  produit  une 
grandair  égale  à celle  qui  a été  divifée , ce  qui 
eft  évident:  car  multiplier  le  quotient  par  le 
Divifeir,  c’eft  le  prendre  autant  de  fois  qu’il 
eft  contenu  dans  la  grandeur  à divifer. 

Les  mêmes  Operations,  Addition, Souft 
traélioi.  Multiplication  & Divifion^ 
lûffque  les  Grandeurs  font  eomplexcs. 

On  dit  qu’une  grandeur  eft  complexe,  lorf-  - 
qu’elle  ^ compoiee  de  deux  ou  oe  plufîeurs  ^ 

F 4 • ■ gran- 
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grandeurs , qui  font  exprimées  chacune  par  un 
ligne  particulier  :a-\-b^a  — by  font  des  gfan-  .. 
deurs  complexes.  .Plus  une  grandeur,  moir  s la 
même  grandeur  , ce  n’eft  rien.  -+  3 — 3 eft 
égal  à zéro  ; donc  pour  rendre  une  expreiiion 
nette, on  efface  celles  qui  fe  trouvent  a\'ec des" 
lignes  contraires.  Ayant  par  exemple  cette  ex- 
preflîony^  — 2^,  on  la  réduit  à celle-ci,  3^. 
Car,  comme  nous  en  avons  averti,  lor.qu’une 
^ndeuT  n’a  point  de  figne  exprimé,  il  faut  - 
lous-entendre  le  figne— h;  ainfi 5^—2^,  c’eft 
comme  s’il  y avoit  -H-y  2 Or  dars  cette 
expreflion  il  y a 2 ^ avec  des  fignes  contaires , 
je  l’effàce  donc,  & j’écris  -f  36,  ou  linple- 
ment,  3^. 

Addition  des  .Grandeurs  complexes. 

^ Les  grandeurs  complexes  s’ajoutent  conme 
les  firaples.  Pour  ajouter  k-^c  avec  / — , 
il  faut  les  joindre  par  le  figne  — p ainfi  ; ^ -r  f 
— b.  Il  faut  toujours  effacer  les  lettre  qui 
fe  trouvent  avec  des  fignes  contraires  ; ainfi 
ajoutant  p</avec<-— .</,  on  écrit feulenent 

b — h c.  I 

Lorfque  les  mêmes  lettres  fe  trouvent  'epe- 
tées  plufieurs  fois,  on  n’en  met  qu’une  a\ec  le 
chiffre  devant,  qui  fait  connoitre  combitn  de 
Ibis  elle  eft  prife;  comme  ici  pour  ajoutsr  4/ 
— l-  6g  avec  3/  — 4ç,  on  écrit:  7/— P 12g.  Si 
l’on  avoit  marqué  cette  operation  au  loi^,  on 
auroit  écrit  ; 4/— 1-  — I-  3 / — 4 J"*  Or 4/— +■  3/ 

-,  Pour  ajouter  de  part  & d autre  du  ligne  de 
l’égalité  une  même  grandeur , là  où  elle  fe  trou-  . 
veavec  le  figne —,  il  fautl’effacer , & la  mettre 
de  l’autre  côté  avec  le  figne  — p.  Soit  cette  éga- 
lité 
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lité  pour  ajouter  d de  part  & d’au- 

tre, j’écris  <1-4-  d::=ù.  L’operation  tout  au 
long  l'eroit  : a-\-  d = ù ~^,d  -i-  d.  Mais  — d 
— P <2  = 0. 

Souftraélion  des  Grandeurs  complexes. 

La  règle  générale  de  cette  operation,  eft  la  7 
même  que  pour  les  grandeurs  fimplësril  faut 
changer  les  lignes  delà  grandeur  à retrancher. 
On  doit  toujours  fous-entendre  le  ligne  H-  de- 
vant toute  grandeur  qui  n’a  aucun  ugne.  Par- 
tant pour  ôter  b i o\x -+  h -\-  dût  c -f-/, 
il  faut  écrire  c -P/  — b -- d.  Car  i<>,  il  faut 
joindre  b avec  r — f-/ par—,  ligne  de  la  Souf- 
tradion.  2°.  Ce  n’eft  pas  feulement  H- ^ qu’on 
veut  retrancher,  mais  encore  p il  le  faut 
donc  écrire  ainli—</.  Au  contraire , pour  ôter 
b-^d  der  — P/,  il  faudroit  changer  les  lignes  de 
— P^— mettant  f — py  — Car  quand 

onfouftrait  b-^d  de— p/,  on  ne  veutpasôtcr 
entièrement  la  grandeur  il  s’en  faut  la  gran- 
deur d.  Ainü  ayant  mis  e -p/— on  retran- 
che de  c —P/ plus  qu’il  ne  faut  retrancher,  fa- 
voir  la  grandeur  d\  c’eft  pourquoi  on  l’ajoute 
à f— p/en  cettemaniere,c— P/— P<i. 

Remarquez  bien  que  dans  cette  expreflîon 
( T^f—b—dyCt  n’eft  pas  de  o que  d ell  re- 
tranché ; mais  b àid  font  retranchez  de  c — P/.- 

Quand  on  a à fouftraire  de  part  & d’autre  > 
du  ligne  de  l’égalité  une  même  grandeur,  il 
n’y  a qu’à  l’effacer  oii  elle  fe  trouve  avec  le 
figne  — P,  & la  mettre  de  l’autre  côté  avec  le 
Cgne  — . Soit  « = ^ — p pour  ôter  de  part  • 

& d’autre,  j’écris  : 4 — « = 
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Multiplication  des  Grandeurs 
complexes. 

S Les  queftions  fur  la  multiplication  des  Gran- 
deurs complexes , fe  réduilent  à ces  trois. 
1°.  Multiplier  une  ligne,  plus  une  autre  ligne,, 
pâr  une  ligne,  plus  une  autre  ligne:  comme^ 
a — f b par  2°.  Multiplier  ufie  ligne 

moins  une  autre  ligne,  par  une  ligne,  plus 
une  autre  ligne  ; comme  b par/— 

3^  Multiplier  une  ligne  moins  une  autre  H-’ 
gne,  par  une  ligne  moins  une  autre  ligne. 

Règles  pour  ces  trois  cas. 

» 

R E G L E I. 


Lorfque  les  deux  grànieurs  Aomées  à être  mal-  ' 
tipliées  i*u»e  pat  l'autre , o»t  chacune  le  figue  — f-, 
leur  produit  doit  avoir  le  même  figUe  —h. 

Pour  multiplier  a b par  / — il  faut 
commencer  l’opération  par  multiplier  a par/i 
écrivant  «/,  ce  qui  eft  le  figtie  du  produit  de 
a par/.  Faifant  de  même  autant  de  multiplica- 
ti&üs  partiales  qu’il  y a ici  de  lettres,  on  aura 
af—^bf~+  ag  -+  b g , pour  produit  b 

par  /-+  g.  Potir  rendre  la  chofe  fenfîble;  (bit 
a — 1*  h — A Ct  Soit  a — A B , & i» 

Soie  auflî/H-f  = ^G,  & 2/ 

/==  AH  & ^ = HG.  J e fuppofe  que  ® 

ACEG  eft  un  reûangle  coupé  par  ® 
des  parallèles , qui  font  les  parai-  « 


J5 


P 


lelogrammes  , ABIH^  FGIH,  a 
bCDI,  DEFI,  auxquels  parallé- 
logrammes eft  égale  leur  lomme  AC  EG.  Le 
tout  eft  égal  à fes  parties.  Or  ces  quatre  pro- 
duits âf-\-  bf  ag-+  bg  font  égaux  à ces 

qua- 
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quatre  parallélogrammes  , comme  il  eft  évi- 
dent : ils  font  donc  égaux  à AC  x AG  ; c’èft- 
à-dire , au  parallélogramme  de  A C pat  AG  y 
' ou  de  ^ par  f g. 

, R E G L E II. 

Plus  eu  moins , on  moins  en  plus , donne  un 
produit , qui  doit  avoir  le  figne  — . 

C’eft-à-dire,que  fi  l’une  des  deux  grandeurs 
a le  figne  —,  & l’autre  le  figne  -+ , leur  pro- 
duit doit  avoir  le  figne  — . Suivant  cette  Rè- 
gle pour  multiplier  « — f ^ par  / — ^ , je 
niultiplie  i°-,  a-\b  par  /,  ce  qui  fait  af—bbf\, 
mais  comme  ce  n’étoit  paspar  toute  la  valeur 
de/qu’il  falloir  multiplier  qu’il  s’en fal-  ^ 

loit  la  valeur  de^,ce  produit  <»/— t-^/eft  trop  * 
grand  de  la  valeur  de^,  multipliant  b y 
c’eft-à-dire,  de  J’ôte  donc  ce  que  j’a- 

vois  mis  de  trop,  & l’exprefiion  ièra  àq'-\-bf 

— a g — b g. 

Soit  a =:  AB  on HI.  b:=:BC  „ _ -, 

ou  IP.  g =iHG  on  IF,  &/=  AG.  ^ ^ 

Ainfi  a -+-  b=AC  y&f-g=:AH; 
donc  «/=  AB  x'AG  ; & bf=iBC^ 
y.  B F.  Il  faut  démontrer  que  nf  ^ 

-\-bf—  ag  — bgzzACPk,  ou 
que  ACÙH  = ACEG  ~ FGHI 

— DEFI  5 ce  qui  eft  évident.  j 

Réglé  III. 

Moins  en  moins  donnne  plus. 

Multipliant  ces  deux  grandeurs  complexes  ' 
Tune  par  l’autre,  «— jç,  leur  produit  ' 
eft  aj  b af—^gby  oii  VOUS  voycz  qu’ôn 
marque  le  profit  de  par  avec  le  figne 

— f-i  11  feut  prouver  que  cela  eft  bon. 

F (S  Soit 
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Soit  a=zAC,&6=iBC.  C 
Ainfi-*-^=/^5.  Soitauf-  /{% 
fi  /•=;  dG\,  &^=  ; ainfi  / _ 

/•— Tour  démon- B 
trcr  ce  qui  eft  en  queftion , \ A 

confiderez  que  À B IheA  ^ . 

égal  à ACEG,  ou  4/,  fi  JT 

l’on  en  retranche  \^,DLGH,  ou  ag,&BCEF 
ou  èf,  pourvu  qu’on  lui  rajoute  DEFI  y ou 
ig , qu’on  lui  ôte  de  trop  ; car  en  ôtant  DEGH, 

BCE  Fy  on  ôte  deux  fois  DE  FI  y ou  h g, 
.Ainfi  4jç  — le  produit  de  4 — ^ 

Moins  en  moins  donne  donc  plus , 
c eft- à-dire , qu’à  la  fin  du  produit  le  figne  — f le 
doit  trouver , parce  qu’ayant  trop  Até.il  faut 
•remettre  ce  qu’on  ôtoit  de  trop. 

Divifion  des  Grandeurs  complexes. 


9 La  règle  générale  de  la  Divifion,  foit  des 
Grandeurs  complexes,  foit  des  Grandeurs  in- 
complexes, eft  de  mettre  le  dividende  au-deflus 
d’une  ligne,  & le  divifeur  deffous.  AinO  pour 

divifer  ax-\-cdozxxd-\-thy  j’écris 

Jt4— f-f» 

. On  a vu  Que  dans  les  incomplexes  il  faut  efià- 
cer  les  mêmes  lettres  qui  fe  trouvent  defliis  & 
deflbustil  le  faut  faire  auflî  dans  les  comple- 
xes , lorfqu’elles  fe  trouvent  dans  chaque  partie  • 
du  dividende  & du  diyifeur.  Cette  expreflion 


»x—\-ix 
bx  — i-  tx 


fe  peut  donc  réduire  à celle-ci  plus 


^ ~~  I i • /I 

fimple , , qui  eft  d’égale  valeur. 

Comme  la  divifion  défait  ce  que  la  multipli- 
cation à fait , les  trois  règles  qu’on  vient  de 

don- 
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donner  de  la  multiplication  font  connoitreen 
voyant  les  fignes  d’un  quotient,  quels  fignes 
peuvent  avoir  le  dividende  & le  divifeur , 1° , fî 
tous  deux  ont  le  ligne  —h  ; 2° , fi  l’un  a — & 
l’autre  — ; 3®,  fi  tous  deux  ont  le  figne  — . 

Avertissement. 

Eh  voilà  pour  entendre  la  fuite  de  cet 
Elément  de  Géométrie  ; mais  pour  pratiquer  avec 
plus  de  facilité  cette  maniéré  d' Arithmétique  par 
lettres^  ce  qui  s'appelle  Algèbre^  il  faut  lire  les 
Elément  des  Mathématiques. 


SECTION  II. 

De  la  Puiflance  des  Lignes. 

En  multipliant  une  grandeur  , on  l’éleve 
comme  par  degrez , félon  qu’on  la  multi- 
*plie.  On  nomme  Puiflknces , ces  degrez. 
Définition  I. 

Première  puiffance  d’une  ligne , e'ejl  la  ligne  jq 
même  fans  être  multipliée. 

Définition  II. 

Seconde  puiffance  ^ ou  quarré  d’une  ligne  ^ e’ejl 
fon  produit , étant  multipliée  par  elle-même. 

La  fécondé  puiffance  de  ^ efl:  , ou  b\  Ce 

nombre  2 , marque  les  deux  dimenfions  de  bb. 
Remarquez  qu’il  y a bien  de  la  différence  entre 
& 2^  ; car  cette  fécondé  expreflion , iby  mar- 
que que  ^ a été  ajouté  à lui-même  ;au-lieu  que 
b* , fait  connoitre  que  c’efi  un  quarré , ou  que  b 
eft  multiplié  par  lui-même.  Or  cela  eft  bien  dif- 
ferent ; car  par  exemple , 3 & 3 , ou  3 aj'ou- 
té  à lui-même,  ne  fait  que  6;a*u-lieu  que  3 fois  3, 
ou  3 multiplié  par  lui-même,  fait  9.'" 

F 7 Lorf- 
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Lorfqu’on  marque  une  ligne  avec  deux  let- 
tres capitales  & /J  àfes  extrémitez  , fon  pro- 
duit , ou  fa  fécondé  puiflance , qui 
cft  le  quarré  ABC  U,  fe  marque^ 
avec  ces  quatre  lettres,ou  par  deux 
feulement,  qui  font  aux  extrémi- 
tez de  la  diagonale , comme  font  ici«  -, 

AàiC  ^ écrivant  AC.  Ou  on  joint  lamênie  li- 
gne AB  avec  elle-même  par  une  petite  croix  de 
laint  André,  qui  efl:  le  fiOTe  delà  multiplication, 
ainfi, /iBx/ïB.Ou  enfin  on  tire  une  ligne  fur 
AB , & on  y ajoute  le  figne  de  la  fécondé  puii- 

-=-a  — * 

fance , de  cette  maniéré , AB . Ainfi  MN  eu  un 
quarré  dont  le  côté,  ou  qui  cft  faite 

de  MN  multiplié  par  MN. 

Avertissement. 

EucUde , y les  anciens  Giometres  prenoiefst  k 
■ quarré  pour  U première  puiiJance^  qui  dans  lè  ^ 
langage  des  nouveaux  Géomètres  ejl  la  feconcU.  ' 
Une  grandeur  réelle  avant  que  déhre  multipliée 
par  elle-même  y ou  par  une  autre  y a une  valeur  y 
ou  une  puijance. 

Définition  III. 

12  On  appelle  racine  d'une  ptùjfance  y la  ligne  de 
la  muitipUcatian  de  laquelle  s'eft  fait  cette  puif' 


■^La  racine  quarrée  de  bb  ou  de  b^ , ell  une  li- 
gne égale  à ^,c’efl-à-dire,au  côté  d’un  quarré. 
égal  ^bb. 

Avertissement. 

Lorfque  la  racUe  d'uhè  put  fance  ne  fe  peut 
exprimer  par  un  nombre  , ce  qui  arrive  en  cer- 
taines occafions  y comme  on  le  démontrera  yon  mer 
devant  elle  ce  figne  V avec  la  marque  de  la  puif- 
fancejy  ainfi  yV^  y fi  c'ejl  une  racine  quarrée  ; V 3, 
fi  c'èji  une  racine  cube. 
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' Definitio  N IV. 

• Le  cnhy  ou  U troifieme  puiffaHce  d'une  ligtie^  13 1 
e'eji  le  produit  qu'elle  fait , lorfqu'elle  multiplié 
fin  q'uarré. 

Le  quarré  de^eft  Si  l’on  multiplie  par 
^,ce  qui  ïiÀtbhb^  ce  folide  ou  cubéelUatroi- 
fieme  puilîànce  de  la  ligne  b.  Ce  cube  bbb  fe 
peut  exprimer  ainfi,^’.  Ce  nombre  3,  en  mar- 
que les  trois  dimenfions.  eft  different  de  3/-; 
car  3^ , c’efl  b pris  par  trois  fois , & eft  mul- 

tiplié une  première  fois  par  lui-même, ce  qui' 
produit  fon  quarré  ou  & en  fécond  lieu,  ce 
qUarré  eft  multiplié  par  b , ce^üi  fait  bbb , ou  . 

Prenant  3 fois  Ce  nombre  de  4,cèla  fait  i a.Mais 
prenant  le  quarré  de  4 , qui  eft  16 , & le  multi- 
pliant par  fa  racine , qui  eft  4 , cela  fait  64. 

Lorlqu’une  ligne  comme  AB  marqüée 
par  deux  lettres  capitales  àfeseXtirémitez,on 
péut  exprimer  ainu  fa  troifîeme  puiffancc  ou 
fon  cube  ; AB  x AB  x AB , ce  qui  fait  cdnnoitre  . 
qu’on  a multiplié  i»,  AB  iparAB , ce  qui  fait  le 
quarré  de  AB  ; 2° , qu’on  a multiplié  ce  quarré 
aeAB  par  AB , racine  de  ce  quarré.  On  a abré- 
gé cette  exprefllon  en  mettant  fur  AB  une  ligne 
avec  le  petit  chiffre,  qui  marque  le  nombre  de 

fes  dimenfions;  AB  eft  le  cube  de  AB.  • 

Définition  V. 

.'toute  grandeur  faite  du  produit  de  deux  au*  14 
#nw,  s'appelle  Plane. 

Ainfi  bd  eft  une  grandeur  plane , ou  un  plan , 
dont  une  de  ces  lettres  marque  la  largeur, & l’au- 
tre la  longueur,  c’eft-à-dire , fes  deux  dimen-  ' 
fions  ; AB  x BC  eft  une  grandeur  plane  ,,ou  un 
plan.  ■ 

De- 
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Définition  VI. 
ly  "ïonte  grandeur  faite  du  produit  de  trois  au- 
tres , s'appelle  Solide. 

Ainfi  hed  eft  un  folide,  dont  ces  trois  lettres 
marquent  les  trois  dimenfions.  Le  produit  de 
deux  de  ces  lettres  en  marque  le  plan  ou  la  fur-  ■ 
face , & la  troilieme  marqueta  hauteur,  ou  l’é- 
paiflTeur  par  laquelle  le  plan  a été  multiplié. 

Avertissement. 

Par  quelque  ordre  que  l'on  mstltiplie  deux  gran- 
deurs, le  produit  eft  toujours  égal.  font 

le  nsfme  plan.  Il  en  eft  de  meme  de  trois  ou  de 
plufieurs  lignes  : abc , bca , cab , par  quelque 
ordre  qu'on  les  multiplie , le  produit  eft  le  meme. 
Dans  Euclide , ce  mot  rcâangle  fignifie  un  plan 
dont  les  angles  font  droits.  Nous  fuppofons  que  les 
plans  ü*  les  folides  dont  nous  allons  parler , font 
tous  reéiangîes. 

Remarquez,  auffi , que  comme  il  eft  d'un  tris 
grand  avantage  (^accoutumer  promptement  fou 
efprit  à ces  fortes  de  calculs.,  pour  la  formation 
i . des  quarrez.  des  reélangtes , on  fupprimera  ex- 
près les  figures  dont  Euclide  fjj  fes  Interprètes  fe 
fervent  ordinairement  pour  les  démonftrations  de 
plufieurs  des  premières  Propofitions  futvantes\  Çÿ 
il  eft  à propos  de  faire  aiiuelhment  ces  calculs  la 
plume  en  main. 

Proposition  I. 

17  Si  de  deux  lignes  droites, Pune  eft  coupée  en  tant 
de  parties  que  l'on  voudra’,  les  reéiangîes  compris 
de  la  non-coupée , y de  chacune  des  parties  de  la 
coupée,  font  égaux  au  reélangle  des  deux  toutes. 
Eucl.  IL  Prop.  i. 

Soient  AE  & AB  deux  lignes  droites.  AE  eft 
coupée  en  fes  parties  AC  ,CD,  DE.  La  ligne 
A n’eft  point  coupée  ; il  faut  prouver  que 
le  reüangle  des  toutes  AB  & AE  eft  égal 

aux 
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aux  reftangles  faits  de  la  toute.^ 

& de  chacune  des  parties* p 
de  AE',  c’eft-à-dire,  que  AB 
xAE==.AB>^AC-^ABxCD 
—\-ABxDE.  J CD* 

Les  parties  étant  égales  à leur 
tout,  AE  efl:  la  même  chofe  que  AC-\-CD 
-4-  DE.  Par  conféquent  c’eft  la  même  chofe 
de  multiplier  AB  par  AE  ou  par  AC— ^CD 
-\-DE. Donc  AB^AEz=:ABx  AC-hAB  x CD 
AB  X DE:  ce  qu’il  falloir  démontrer- 
Proposition  II. 

Si  une  ligne  droite  ejl  coupée  comme  l'on  ixou- 
ira.^  les  reél angles  compris  de  la,  toute.,  ^ de 
chacune  de  fes  parties , font  égaux  au  quarré  de 
la  toute.  Eucl.  IL  Prop.  2. 

Soit  la  ligne  AB  coupée  en  deux  parties  au 
pointe.  Soit  A B =za  éc  AC  =zh , 6cBC=id. 

Le  tout  étant  égal  à fes  parties  a=i  h -+  d. 

Donc  multiplier  a par  . 

& multiplier  a par  A C B 

b-\-  dy  c’elt  faire  la  même  chofe;  &par  con- 
féquent aa  =4h—t-  ad.  C’eft-à-dire  que  le  quar- 
ré de  la  toute  A B Oüaay  eft  éral  aux  reélangles 
faits  de  la  toute  ^J5,  & de  Tes  parties  AC& 

CB  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

P R O P O s I T 10  N III. 

Si  on  divife  une  ligue  comme  on  voudra  en  deux  ** 
parties , le  reélangU  de  la  toute  Çÿ  de  Pune  de 
fes  parties , eft  égal  au  reéiangle  des  deux  parties 
plus  le  quarré'  de  la  partie  premièrement  prife, 
Lucl.  IL  Prop;  3.  même  figure. 

Soit  la  ligne  AB  divifée  en  deux  parties , td- 
les  qu’on  voudra  au  point  C,  il  faut  démontrer 

que  ABxACzzACxBC'^'Âc*. 

' Soit- 

* ».  I r.  ^ , 
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Soit  &c  AC=:^,  & BC=d.  Ainfl 

comme  AC  C B =z  A B ^ de  même  az=b 
H-  d.  Multipliant  donc  4 & ^ -f  par  le  mê- 
me multiplicateur^,  les  produits  feront  égaux. 
(tb  ■=  bd  -\-  èb.  Or  aby  eft  le  reftanglc  de  A3 
par  AC  bd  bb  eft  le  reélangle  fait  des 
parties  b d,  plus  le  quarré  de  la  partie'^pre- 
mierement  prile  ; ce  qu’il  falloir  demontrér.  • 
Proposition  IV. 

20  Si  OH  divife  une  ligne  tomme  on  voudra  en 
deux  parties , je  dis  que  le  quarré  de  toute  la  li- 

ejl  égal  au  quarré  de  chaque  partie , ^ à deux 
fois  le  reéiangîe  fait  d'une  partie  par  l'autre. 
Eucl.  II.  Prop. 

Soit  la  ligne  AB  divifée  en  deux  parties  au 

— i Z 

point  D.  Il  faut  prouver  que  AB  =3  AD  —h 
^ADxDB-^  DB. 

A D B 

Soit  ADssby  & DB  ^d.  Donc  AB  si 6 
— P d.  Or  le  quarré  deb-\-dy  c’eft  b^-+  2bd 

H-  d**.  Mais  AD  =zbb&.  DB  siddy  & 2 AD 

X DB  —2bd.  Donc  AB  zsbb — f-  2 bd — h dd\ 
ce  qu’il  falloir  prouver. 

Proposition  V. 

21  Si  l'on  ^vife  une  ligne  en  deux  parties  éga- 
les  y ^ en  deux  patties  inhales , le  reâlanglejaif 
des  parties  inégales  yplus  le  qttarri  de  la  partie  d» 
milieu  ^ont  égaux  au  quarré  de  la  tnoitsé  di  H 
ligne.  Èuel.  il.  Prop.  5. 

La  ligne  eft  divifée  également  en  C, 
& inégalement  en  D.  Je  dis  que  A D y.  D B 

H-CD=yfC*.  ’ , Soit 

• 1. 
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Soit  AC  OM  CB  — 

— a^CD- h.  ^ C 

Donc  DB  =<a  — ^ & AD  =-: 


n9 


D B 
b.  Or  le 

reftangle  àiQa—\-bipzxa  — bG.\^aa-+ab—ab 
~~-bb  ♦.  Mais  — f ab  —ab-=zo\  donccc  rec- 
tangle eft  *a~bb.  Par  conféquent  AD  x DB 
a a — b b.  Donc  ajoutant  de  part  & d’au- 


tre ^ ^ ou  CD  épi  à l>b^  cela  fera  AD  x DB  ' 

— » 

H-  CD  z=.  a a\  ce  qu’il  faut  prouver. 

Pour  ajouter  bbkaa-^  bb,  il  ne  faut  que 
fupprimer  — b b\  car  il  éft  évident  que  aa — bb 
~^bb  x=i  a a,  Ainfi  qu’il  a été  expliqué  f* 


Proposition  VI. 


Si  une  ligne  droite  eji  coupée  par  la  moitié  ^ 22 
y qu'on  lui  ajoute  direélement  une  autre  ligne 
droite , . le  reSangle  compris  de  la  toute  Çÿ  dé 
l'ajoutée , comme  d'une  feule  ligne  Çÿ  de  l'aJoM^ 
iée  ^ avec  te  quarré  de  la  moitié  de  la  toute  ^ font 
Iztiux  au  quarré  de  'la  moitié  de  la  toute  Çy  de 
f ajoutée  comme  itune feule  ligne.  Eucl.II.  Prop.(5. 

La  ligne  AB  eft  coupée  par  ta  moitié  au 
point  C.  On  lui  a ajouté  direélement  la  ligne 
droite  B D.  Il  faut  démontrer  que  A Dx  BD 

H-  BC  = CD*. 

A C BD 

Soit  AG  où  C B Tib.  Donc  AB  zb,  & ' 

BC  ou  AG  s=  bb.  Soit  BD  s:  d.>  Donc  CD 
= b -+  d,  ^ zb  —{•  d A D.  Partant  A D 

><  BD==  2bd  ddi  (t  AD^  BD-H-BC*  =ï 
zbd -f  dd  —P  bb.  Ot  le  quarré  d/èCÎ)  ûu  dé 

* f»p.n,%.  t./S^.n.c,  t -• 
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h — \-d  eft  h b — Vib  d — |-  dd*\  Âinfi  ADuBD 

— X —t 

-+BC  =5  CD  ; ce  qu’il  falloit  prouver,  fa- 
voir , que  le  reftangle  de  /1D  x BD , plus  le 
quarré  de  ÀC  ou  Bl,’,  étoient  égaux  au  quarré 
de  C D. 

Proposition  VII. 

23  Si  0»  coupe  une  ligne  comme  on  -poudra^  le 
quarré  de  la  toute  lÿ  celui  de  Pune  des  parties 
. font  égaux  au  quarré  de  Poutre  partie  à deux 
reSlangles  faits  de  la  toute ^ $5*  de  ta  partie  pre~ 
mierement  prife.  Eucl.  II.  Prop.  7. 

La  ligne  jIB  a été  coupée , comitie  on  a vou- 

lu,  au  point  C.  Il  faut  démontrer  que  AB  —h 

BCtssAByiBC-^Tc. 

Soit  AC  =:  b.  Donc  

— » B C A 

ifC  ==  bb.  Soit  BC  =3  d; 

% 

donc  BC  = dd.  De  même  puifque  AB=r.b 

—f  d,  donc  f AB  ^bb  0Lbd-\-  dd\  & 
yf  B X BC  r=  bd-\-  dd.  Doublant  ces  deux  gran- 
deurs 2AB  X BCts  bd— h 2 dd,  & leur  ajou- 

» —a 

tant  AC  ou  b b,  viendra  2 AB  x BC  -+  AC 
t=:2bd~\-  2 dd-i-  bb,  & conféquemment  égal 
— •*  —a 

i AB-\-BC  -,  ce  qu’il  -falloit  démontrer. 
Proposition  VIII. 

Si  une  ligne  droite  eji  coupée  en  deux  parties 
comme  P on  voudra , quatre  fois  le  reéiangle  com- 
pris de  la  toute , ^ ae  Pune  de  fes  parties , avec 

♦ faf»  n.  ti  t »•  »* 
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U quarté  de  l'autre  partie , Jont  égaux  au  quarré 
■-de  la  toute  ^ de  la  partie  premièrement  prife 
comme  dé une  feule  ligne.  Euclid.  II.  PropOUt.  8. 
Même  figure. 

La  ligne  a été  coupée , comme  on  a vou- 
lu , en  deux  parties  au  point  C.  Il  faut  démon- 

trer  que  ^AB  y.3C  AC  eïi  égal  au  quarré 
d’une  ligne  égale  à AB—^BC, 

Soit  AC-=zb^  B Crz  d.  Donc  AB  =z  b 
— f-  df  Sc  A B — 4-  B C b — f d — |-  d,  ou 
^-1-  2<^,dontlequarréeft^^-f 
qui  fera  égal  à celui  de  la  ligne  AB -\-BC.  Or 
AB  X BC  =1  bd-\- dd  ^ puifque  AB  vient 
d’étre  pofé  = b —\-d y éi  CB  ssd:  donc  4 AB 

— » 

n BC:=e^bd  -{■  i^ddy  ajoutant  d’une  part  AC  , 


.B  .C  A 

& de  l’autre  fon  égal  bby  on  aura  AC  H-  4 AB 
X BC  =2bb  -i- 4.bd-+4ddy  qui  ert  la  même 
valeur  qu’on  vient  de  trouver  pour  le  quarré  de 
la  ligne  b—>rzd—A  B —H B C ; ainfî  le  quarré 
de  AC  -\-^AB  x BC  font  égaux  au  quarré  de 
la  ligne  AB-\-BC’y  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Proposition  IX, 

Si  une  ligne  droite  eft  coupée  en  deux  partiet 
égales  en  deux  inégales  ; (es  quarrez,  des  deux  ^ 
pattes  inégales  font  le  double  du  quarré  de  la  moi- 
tié de  la  toute  ^ du  quarré  de  la  Partie  du  milieu, 
Eucl.  IL  Prop.  g. 

La  ligne  AB  eù  coupée  en  deux  parties 
égales  en  C , éc  en  deux  inégale*  en  B ' 

faut 
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faut  prouver  que  AD  — DB  efl:  double  de 
AC  H-  eu. 

Soit  AC  ou  C B zsl>.  -z -p. ^ 

Soit  Cüzzd.  Donc  AD  A L D ü 

— 2 

-{■  df  &.DBzel>  —d.  Aiofi  AD  =:  bb 
—H  2bd-[-  dd*i  & DB  z^bb^2Ùd—\-ddl 


&.  AD  DB  =bb-\-  2bd-\-  zdd—zbd. 
Et  puifque -+  zb d —2bdnc  font  rien , donc 

AD  -^DB  h 2bb—!r2dd\  ce  qui  eft  le  dou- 
ble de  AC  H-  CD  : ce  qu’il  falloi^rouver. 
Proposition  A. 

Si  me  lijfne  droite  efl  coudée  en  deux  parties 
égalés , ^ qu*oH  lui  ajoute  direSlement  une  autre 
ligne  droite , le  tfuarré  de  la  toute  de  T ajoutée 
comme  cCune  J'eule  ligne , avec  le  quarré  de  l'a- 
jout/e , font  doubles  du  quarré  de  la  moitié  de 
la  toute  y du  quarré  de  ladite,  moitié  ^ de 
V ajoutée  f comme  d'une  feule  ligne.  Ëuclid.  IL 
Prop.  10. 

La  ligne  AB  eft  coupée  par  la  moitié  au  point 
C;  & on  lui  a ajouté  la  ligne  BD.  Il  faut  dé- 
montrer que  le  quarré  dicAB-^  BD,  plus  ce- 
lui de  BD  font  le  double.de  celui  deBC&  de 

ÇD  ; c’eft-à-dire , que  AD  H-  BD  eft  égal  à 

zBC-\-zCD  . 

Soit  AC  =r 

oüBC=b.  A C BD 


Donc  BC  ssbb , ^ AB  tszbj  donc  AB 

f /up*  m l«  - 
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1=:  4.  h h.  Soit  BD  •=zd\  donc  ADtz2h  -\-  d, 

’ — i 

& rz /^bd—\-t\bd—^dd.  Donclequarré 
de  A li  B D ^ avec  le  quarré  de  iB  Z)  eft 
ég,^\k  4.bb~Jre^hd-\-2dd.  Or  le  quarré  de /iC 
ou  b b avec  celui  de  B C -+  B O , ou  b—^d^ 
eft  î2^Â— (- 2^^Z-+-</^,moitié  dc4^^  — 

— h 2.  dd\  ce  qu’il  fàlloit  prouver. 

Proposition  XL 


Dans  tout  triangle  amhligone , le  quarré  du  cô- 
té qui  eft  la  bafe  de  B angle  obtus , eft  égal  (tux 
quarrez  faits  fur  les  deux  autres  cotez  ipTus  deux 
fois  le  reétangle  du  côté  fur  lequel  tombe  la  per- 
pendiculaire ( hauteur  du  triangle  ) ^ du  prolon- 
^ment  de  ce  côté  jufqu'à  cette  perpendiculaire. 
Eucl.  IL  Prop.  12. 

Je  fuppofe  que  le  triangle  ABC  eù.  ambligo- 
ne,  que  l’angle  AC  B eü  obtus;  & que  ‘AD 
hauteur  du  triangle  ABC  tombe  perpendicu- 
lairement fur  le  côté  B C prolongé.  Ce  qui 
étant,  il  faut  démontrer  que  le  quarré  de  AB, 
bafe  de  l’angle  obtus  AC B , eû  égal  aux  quarrez 
des  deux  autres  côtez  AC  & yftib 

B C,  plus  deux  fois  le  rec-  rs  '/^ /\ 
tangle  fait  du  côté  BC  & de 
fon  prolongement,  compris  ^ f s 
entre  l’angle  obtus  C & la  Y ■ 
perpendiculaire  AD  ; ce  qui  ^ " 

— I — » 

s’exprime  ainfî  ; AB  = BC  -j-  AC  i BC 
X CD. 

L’angle  ADB  étant  droit  * AB^ zz  BD*, 

- — * r.  ^ ‘ — » 

^AD.  • Et  par  la  même  raifoû  AC  s CD 

' îi.i, 


XBC 
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,-~f*  AL)  . ^(lis  BD  ^ SC  — h xB  C "A  C D 

— i 

-\-CD  *.  Subftituant  donc  cette  grandeur  en 

— 2 . — — i 

la  place  de  B Z)  ^ & en  la  place  de/^Z>  — t-  CD 

-—2  —2  — * 

la  grandeur  égale  AC  , on  aura  AB  =:  BC 

—2 

AC  —H  1 BC  X CD  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

Proposition  XII. 

28  Dans  tout  triangle  ojtygotte  ou  acutangle  , le 
quarré  d’un  de  fes  cotez  ejt  égal  aux  quarrez  des 
deux  autres  cotez  moins  deux  fois  le  reélangle 
fait  <t.un  defdits  autres  cotez d'une  de  fes  par  ■ 
fies  comprime  entre  la  perpendiculaire  qui  la  cou- 
' t ^ l'angle  oppofé  au  côté  premièrement  pris. 
Eucl.  ü.'Prop.  13. 


Je  fuppofe  que  le  triangle  ABD  eft  oxygone, 
que  AC  eft  une  perpendiculaire  qui  tombe,  fur 
le  côté  BD;  if  faut  démontrer  que  le  quarré 
de  ^B  eft  égal  aux  quarrez  des  deux  autres 
côtez  AD i & BD  moins  deux  fois  le  reéban- 
gle  fait  du  côté  entier  BD , & de  là  partie  DC 
comprife  entre  la  perpendiculaire  AC  & l’an- 
gle O oppofé  au  côté  AB  premièrement  pris; 

2 1 —2 

il  faut'ainfî  démontrer  AB  AD  ~-i-,BD 
— 2 BD  X DC. 


L’angle  ACD  étant  droit  AD 
n:  AC  -f  DC  f . Otant  DC  de 

— Z ' ——Z 

■ part  & d’autre , vient  AD  ^ DC 
zs  AC  . Cette  fouftradUon  fe  fait 

* . . . t 

i «4  i9.  t 14U 
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comme  on  l’a  cnfeigné,  effaçant  DC  ^ oîi  il 
étoit  avec  lefigne  — & l’écrivant  de  l’autre 
côté  avec  le  ligne  — . 

Puifque  ACB  cd  droit  ; donc  * /f  c — f-  EC 

AB  ,tOr  BC  -zzBD  — ■ DC  : Le  quarré  de 

BZ)  — Z)Cellfî£)  — zBZ)xDC-+-Z>C.  Ainü 

BC  zz  BD  — 2 BD  X DC  — H DC  . Mettant 

——2  —t 

donc  à la  place  de  AC  & BC  les  grandeurs  qui 

leur  font  égales,  on  aura  AB  =:  AD  DC 

—\-BD  — 2BO  y.  DC  — hDC  . (Et  comme 

— • DC  — |-  DC  =20.)  AB  zz  AD  — f-  BD 
— 2 BD  y DC  J ce  qu’il  falloit  démontrer. 


SECTION  III. 

Des  raifoîis  & proportions  des  Lignes, 
des  Surfaces  & des  Solides.' 

Avertissement.  ' ' 

«f 

ON  peut  eonjiderer  ce  qu'une  Itfne  cfi  eu  el-  l 
le-mime , ou  ce  qu*elle  e[l  par  rapport  à 

leûuel  rat', Hart  */2 


rapporter  une  ligne  à une  autre,,  ^ les  comparer 
différemment , confiderant  ou  P excès  de  P une  par 
deffus  P autre , c'eft  » dire , leur  différence  ; ou  la 
' Q ma- 


'Oigitized  by  Google 


1^6  Eîémens  de  Géométrie. 

mmiere  dont  l'une  contient  l'autre  ; ce  qui  fait 
deux  fortes  de  rapports.  Les  Géomètres  ne  confia 
derent  guère  que  le  fécond.  Aujfi  lut  donnent-ils 
le  nom  de  Raifon  , qui  en  général  Jïgnifie  rapport. 
C'ejl  des  rai  fous  ou  de  la  fécondé  forte  de  rap- 
port , que  mus  allons  parler. 

/Autrefois  les  Interprètes  d’Euclide  défini ffoient 
les  raifons , une  habitude  de  deux  grandeurs 
de  même  genre,  comparéesTune  Wec  l’au- 
tre félon  la  quantité.  L'on  ne  compare  les  -chm 
fei  entre  elles , que  lorfqu' elfes  font  de  même  gen- 
re'^ cjr  on  ne  compare  pas  la  longueur  avec  la 
chaleur.  Quand  on  parle  de  la  raifon  de  deux 
chofes , c'tjl  donc  leur  quantité  ou  grandeur  que 
P on  compare.  Mais  le  mot  «i’habitude  étoit  em- 
ployé ici  mal-à-propos. 

Le  terme  GreS  dont  Euclide  s'ejî  fervi,  ^ 
qu'ils  traduifent  habitude , fignifie  maniéré  d'ê- 
tre d'une  chofe  à l'égard  d'une  autre  ; ^ 'c'ejl 
ce  que  fignifie  dans  la  Géo.netrie  le  mot  de  Raie' 
. ' fon  ; mais  comme  je  l'ai  dit , c'efl  de  la  fécondé 
forte  de  rapport  qu'il  s'agit',  ce  que  vous  allez, 
voir  dans  les  Définitions  fuivantes, 

DEFINITIONS. 
Définition  I. 

29  Raifon  d'une  ligne  à une  ligne , d'un  plan  à 
an  plan,  d'un  folide  à un  folide',  c'ejl  la  maniéré 
dont  une.  ligne  contient  ou  ejl  contenue  dans  celle 
avec  qui  on  l'accompare  \ qu'un  plan  contient , ou 
ejl  contenu  dans  un  plan',  un  folide  contient  ou 
cjl  contenu  dans  un  folide  , avec  lequel  on  le 
compare. 

C’eft  par  la  divifion  qu’on  connoit  la  manié- 
ré qu’unegrandear  e ^contenue  dans  une  autre 

. / • gran- 
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grandeur.  Ainfi  pour  exprimer  le  rapport,  ou 
la  raifbn  d’une  ligne  à une  autre , comme  dp 
la  ligne  A à la  ligne  B on  divife  B par , écri- 
vant comme  on  l’a  marqué  l’une  fous  l’autre , 

ou  Cette  ex^elîion  expofe  ou  expri- 
me la  raifon  de  à B , c’eft-à-dire , combien 
de  fois,  & dé  quelle  maniéré  A efl:  dans  B , 
du  quelle  partie  S , efl;  de  ; ce  qui  fe  nom-  , 
me  î’Expofant  de  la  raifon  de  , à B. 

D E F I il  1 T I O N II.- 

Ufte  raifoM  dont  l'ex^iofant  fe  peut  exprimer  en  30 
mrnbres , s'appelle  Raifon  de  nombre  à nombre. 

L’expofant  marque  la  maniéré  qu’une  gran- 
deur elt  contenue  dans  une  autre , ou  qu’elle 
la  contient  ;c’eft-à-dire  , en  termes  d’Arithme- 
itiqiKS , quel  efl:  le  quotient  de  ladivifion  de  ces 
deux  g^deurs  l’une  par  l’autre.  Si  cetexpo- 
fant  ou  ce  quotient  efl;  un  nombre , que  par 
exemple  la  ligne  B foit  en  A fîx  fois , la  rai- 
fon de  ces  deux  lignes  & B efl  une  raifon 
de  nombre  à nombre. 

D^E  FINITION^  II. 

IJne  raifon  dont  l'expo  faut  ne  fe  peut  expri^  3I 
mer  par  aucun  nombre , fe  nomme  Sourde  ou  Ir- 
rat ionelle. 

Si  on  ne  peut  trouver  aucun  nombre  qui  mar- 
que exaélement  combien  de  fois  la  ligne  A con- 
tient ou  efl  contenue  dans  la  ligne  B,  la  raifon 
de  ces  deux  lignes  A & B cfl  fourde.  On  dé- 
montrera dans  la  fuite  qu’il  y a de  telles  rai- 
fons. 

G 2 De- 
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Définition  IV.  ^ 

32  U égalité  des  raiforts  fe  nomme  Proportion. 

S’il  y a même raifon dedhE  que  de  C à D , 
on  dit  de  ces  quatre  grandeurs  qu’elles  font 
proportionelles  ; ce  qiron  marque  ainfî:  v 

j1.  B-  : : C.  D. 

On  a dit  que  la  raîfoh  de  A k B s’exprime 

* jf 

de  cette  maniéré  ainfî  celle  de  C à Z>.  de 

'4.  ç 

, la  même  façon  . Par  conféquent  la  propor- 

« 

tion  de  ces  quatre  lignes,  qui  confîfte  dans 
l’égalité  de  leurs  raifons , fe  peut  auflî  ex{)ri- 
mer  de  cette  maniéré  ; 

A 

"b  ^ O • * 

Définition' V.  ^ ^ 

33  Le  premier  terme  à^nne  raifon  fe  mnme  P /J»* 
técéient , P autre  terme  le  Conféquent. 

L’antécédentc’eft  la  chofe  qui  eft  rapportée, 
ou  comparée  ; le  conféquent  celle  avec  qui  fe 
fait  lacomp^ifon.  Toute  comparaifon  fuppo- 
fe  deux  termes.  La  raifon,  qui  eft  un  rapport  ou 
comparailbn,  demande  donc  deux  termes. 

Définition  VI.  , 

Une  proportion  à deux  antécédent  , Ç5*  deux 
conféqucns. 

La  proportion  eft  une  égalité  de  raifons  qû’on 
compare.  Chaque  raifon  fuppofe  deux  termes. 
La  proportion  en  demande  donc  quatre. 

Définition  VII. 

' oc  * Le  même  terme  dans  une  proportion  peutfervir 

de 
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de  co/tfequeut  Çsf  d antécédent  ; Çÿ  quand  cela 
eji , cette  proportitn  fe  nomme  Continue. 

Si  A eftàBcomme  B àC,  cela  fait  deux  rai- 
fons  égales , & par  conféquent  qui  font  cette 
proportipn. 

’ ■ A.  B:  : B.  C. 

Or  B fert  dans  cette  proportion  de  confë' 
quent  à la  preraiereraifon,&  d’antécédent  à la 
. , fécondé  raifon.  Cette  proportion  fe  marque 
ainfi  : ' ^ 

-Tir  A.  B,  C.  I 

On  nomme  cette  proportion  Continue , à 
caufe  que  les  lettres  qui  la  marquent  font  de 
fuite,  fans  interruption.  ' 

Définition  VIII. 

Une  proportion  continue  quand  elle  a plus  de  3Ô 
trois  termes , s'* appelle  progrejfion. 

Si  eft  à B comme  B àC, &B  à C comme 
CkD,  &CàD  comme £>à£,&defuite; cela 
s’appelle  Progreffion , qu’on  exprime  ainfi  ; ’ 

A.  B.  C.  D.  E.  &c. 

Définition  IX. 

Lorfqne  cT un  côté  il  y a un  certain  nombre  de  nj 
grandeurs , 'trois  d^une  part  par  exemple^  ^ au- 
tant de  l*  autre  y /avoir  trois:  Si  en  les  comparant 
toutes  Jix^  I®,  4*  première  avec  la  fécondé  y ^ 
la  quatrième  avec  Id  cinquième  ; 2® , /«  fécondé 
' avec  la  troifieme  y ^ la  cinquième  avec  la  fixie- 
me  y on  les  trouve  en  proportion  y on  dira  que  cet' 
te  proportion  ejl  ordonnée. 

Soient  A.  B.  C d’un  côté,.&  D.  E.  F de 
l’autre.  Si  A.  B::  O.  E & B.  C : : E.  F,  cet- 
te proportion  fera  ordonnée. 

G 3 De- 
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Définition  X. 

58  "Trots  grandeurs  étant  d'un  côté  $3’  irais  d itn 
autre  : Si  en  comparant  la  première  avec  la  fecon* 
de , la  cinquième  avec  la /ixieme  , elles  font 
en  proportion  : ^ qu'en  changeant  d'ordre^  on  com- 
pare (a  fécondé  à la  troifteme  la  quatrième  À' 
la  cinquième  Çÿ  qu'elles  foient  encore  en  propor-- 
tion , alors  cette  proportion  s'appelle  Troublée- 

«înîpnf  2^1  B.  C ^ JD.E.F 
Soient  g ^ ^ 1 12  6 4. 

• Si  À.  B::  E.F&lB.C::  D.E,  cette  pro- 
portion fe  nomme  Troublée,  à caufe  qu’on, 
n’y  garde  pas  le  même  ordre. 

Définition  XI. 

Le  premier  Çÿ  le  dernier  terme  (Tune  propor- 
tion , s'appellent  les  Extrêmes  de  cette  proportion: 
Q le  fécond  ^ le  troifieme les  termes  Moyens, 

Soit  cette  proportion  À.  B:  : C.  D;  les  ex- 
trêmes font  ^ ^ & fi  & C les  moyens. 

Définition  XII. 

40  Les  termes  Omologues  <T une  proportion  font 
ceux  qui  tiennent  le  mime  rang , ou  qut  font  de 
même  nom. 

■ , Dans  cette  proportion  Â.  B nC.D  » les  ter- 
mes &C  qui  font  les  antécédens,  & B & D 
qui  font  les  conféquens,  font  termes  Omolo- 
gues. 

Propofitions  évidentes  touchant  les 

Raifons  & les  Proportions. 

.Proposition  I. 

Les  raifons  égales  ont  des  expofans  égaux. 

L’expofant  d’une  raifon  marque  la  maniéré 

> ^ que 
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que  l’un  de  ces  tenues  eft  contenu  dans  l’au- 
tre. Si  les  maniérés  font  égales, les  expofans^ 
font  égaux. 

Proposition  II. 

Les  grandeurs  égales  tse  peuvent  'être  les  expo-  4^^ 
fans  que  de  raifotss  égales. 

Soit  X l’expofant  de  la  raifori  de  à B , & 
de  la  rsifon  cle  C à /)  : ces  deux  raifons  doi- 
vent être  égales,  puilque  l’une  contient  l’au- 
tre de  la  même  maniéré. 


L E M M E. 

Le  premier  terme  dé  une  raifo»  devient  égal  au  43. 
fécond  y quand  on  le  multiplie  par  l’expofant  de 
ettte  rayon. 

Soit  /i  le  premier  terme  ou  l’antécédent  de 
la  raifon  de  à 6.  L’expofant  de  cette  rai- 
fon , ou  ce  qui  eft  la  même  chofe,  le  quotient 
de  la  divifion  de  ces  termes  l’un  par  l’autre  f , 
il  marque  combien  de  fois  À eft  dans  B , ou  " 
quelle  partie  B eft  de //..  Par  conféqiient  étant 
pris  autant  de  fois  qu’il  y eft  contenu,  c’eft-à- 
dire,  étant  multiplié  par  f *,  il  doit. devenir 
égal  à B qu’il  a divifé:  Ainfi  //f  =:  B ; ce  qu’il 
falloir  prouver. 

Remarque. 

. Jef^PP^fe  prefque  toujours  dans  la  fuite.,  que 
ce  fera  l’antécédent  ,qui  fera  plus  j>etit.  Ainfi 
l’ayant  nommé  h ^ le  conféquent  B , je  dirai 
fa«î  A q = B ; (Quoique  s’il  en  était  au  contraire 
que  l’ antécédent  A fût  plus  grand  que  le  con- 
féquent B , il^  fait  également  vrai  de  dire , que 
le  terme  h.  multiplié  par'  l’expofant  de  A aB 
produira  toujours  le  conféquent  B,puifque  l’expo- 
fant peut  marquer  également  la  maniéré  de  con- 
tenir ou  d’être  contenu  , fait  que  la  raijhn  fait 
' G 4 four- 
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fourde  ou  de  nombre  à nômbre.  Ainfi  ïorfejur 
P antécédent  \'ejl  plus  petit  que  te  conféquent  B , . 
l'expofant  de  cette  raifov  fera  plus  grand  que 
P unité  au  contraire  plus  petit  ( ce  qtP  on  nom- 

me arithmétiquement  une  fraélion  ) lorfqua 
V antécédent  ejt  plus  grand  que  le  conféquent^ 
Mais  de  quelque  maniéré  que  la  proportion  fait 
ordonnée , le  premier*  terme  multipliant  Pexpo- 
fant  de  fa  rai/on  au  fécond,  il  proauira  toujours 
ledit  fécond  terme  qu'il  avait  divife. 

Prop'osition  III. 

44  Quatre  termes  demeurent  en  proportion,  quel- 
que changement  qu'on  y fajfe  , pendant  que  le 
premier  antécédent  ejl  à fon  conféquent , comme 
le  fécond  antécédent  •,  efi  à fon  conféquent.  C’eft 
la  définition  même  de  la  proportion. 

Proposition  IV. 

45  Quatre  grandeurs  étant  proportionnelles,  per^ 
mutando,  c'ejl-à  dire , les  changeant  ^ f^atfant 

'que  les  anté^dens  deviennent  les  conféquent , el- 
les feront  encore  proportionnelles. 

S\  A.  B::  C.  D , ÿ.  faut  prouver  que  B. A 
::  D.  C 

Contenir  & être  contenu,font  des  termes  ré- 
ciproques. Ainfi  fi  A contient  B, comme  C con- 
tient , & par  conféquent  qu’il  y ait  égalité  de 
raifons , il  faut  que  B foie  contenu  dans  A , 
commeZJeft  contenu  dans  C , fie  qu’ainfî  il  y 
ait  encore  égalité  de  raifons.  Quand  on  tire  une 
conféquence  de  cette  proportion,cela  s’appelle 
conclure  permutando , pu  par  raifon  inverfè. 

' P R 6-P  OSITION  V. 

46  Quatre  grandeurs  étant  proportionelles , aJter- 

' nando,  c'ejî-à-dire,  en  comparant  le  premier 

an- 
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»4t /cèdent  avec  le  fécond  antécédent  ^ ^ le  pre- 
mier conféquent  avec  le  fécond  conféquent , ces 
quatre  candeurs  feront  encore  proportionnelles. 
Eucl.  V.  Prop.  16. 

Soit  cette  proportion  J.  B ::  C D.  II  faut 
prouver  q\falternando  A.  C::  B.D.  Suppo- 
fant  que  f eft  l’expofant  de  cesdeux  raifons 
Aqe=:  B^&C qzsD.  Donc  au-lieu  de  B:: 

C.  D,  je  puis  écrire  A.  Aq:  : C Cq  II  faut 
donc  prouver  qn'aJternando  A.  C : : Aq  Cq;  ‘ 
ce  qui  eft  évident  : puifque  lequotient  de  C di- 

vifé  par  ^ eft  -J-j  le  même  que  celui  de  Cf 

divifé  par  //  f , qui  eft^.  Or  félon  les  règle» 

de  la  Divifion  f , on  peut  effacer  q qui  eft  au 
deflus  & au-deflbus  ae  la  ligne , apres  quoi  il 

ne  refte  que  —;Ainfi  ces  deux  raifons  ayant 

un  même  expofant,  font  égales. 

Proposition  VL 

Ajoutant  aux  deux  termes  d'une  raifon  deux  a-t 
autres  termes  de  même  raifon , à ! antécédent  de 
ta  première  l'antécédent  de  la  fécondé,  au  con- 
féquent de  la  première  le  conféquent  de  la  fréon» 
de,  la  même  raifon  demeure. 

Soit  cette  proportion  A.B  ::  C.  D,  il  faut 
prouver  que  A-+  C.  B-\-  D i:  A.  B.  L’ex- 
pqfant  des  raifons  de  A à B&  de  C à Z)  eft  f, 
Amfi  4r/ff=B^&Cf=D.  Il  faut  donc  prou- 
ver que  yf-f  C.  Aq-j-Cq:  :,A.  B. 

Le  quotient  de/^f  — i-Cf  divifëpar  A;-j-C, 
eft  q Donc  ces  deux  termes  A -+-  c'&  Aq 

G 5 — f- 
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-\-Cq  ayant  un  même  expofant  que  A & A q ^ 
ou  que  A &L  B y ils  ont  la  même  raifon  ». 

Proposition  VII. 

48  Retranchant  des  deux  termes  d'aune  raifon  deux 
autres  termes  de  même  raifon  , P antécédent  de 
r antécédent  y le  conféquent  du  conféquent  y la  mê- 
me raifon  demeure. 

Soit  cette  proportion  AB'.:  C.Dy  il  faut 
prouver  que  A—C.B—D::  A.  B.  Si  l’expo- 
fant  de  ces  raifons  eft  q : donc  Aq—B  & C f 
= /)  •>.  Il  faut  ainfi  prouver  que  A —C.  A q 
-^Cq::A.B.  Or  le  quotient  de  A q—Cq  divi- 
sé par  A— C eftf  : donc  ces  deux  termes  ont 
le  même  expofant,  & partant  la  même  raifon. 
que  vf  & B. 

Proposition  VIII. 

Quatre  grandeurs  étant  en  proportion  y Compo- 
nendo,  c'e/l-à-dire  y le  premier  antécédent  yplus 
fon  conféquent , ejl  à fon  conféquent , comme  le  fé- 
cond lUiîécédent  plus  fon  con^équenty  ejl  à fou  con- 
féquent. Eucl.  V.  Prop.  \>i, 

A.‘B\:  C.Dy  il  faut  démontrer  que  A-\- 
B.B::  C —{■  D.  D.  1®.  alternando  AC::  B. 
Donc  ajoutant  ^ à & àfi  les  termes  C de  D y 
qui  fontenmêmeraifon  1-/5.C— hD::S.D; 

QL  derechef  altemando  A—\rB.  B : : C —h  D.Ü'^ 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Proposition  IX. 

50  Lorfqne  plujïeurs  grandeurs  font  en  proportion  , 

la  fomme  des  antécédens  efl  à celle  des  conféquent 
comme  cha^e  antécédent  ejl  à fon  conféquent  f 
Eucl.  V.  Prop.  12.  ' 

Soit  A.B  ::  C.  D ::  E.Fy  il  faut  prouver 
• ^ - que 

à/»p.n.^x.  h/up.n.ii.  çfup.n.^S, 

' *«.  4<.  e.  jap.n. 
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^lïc  A — f- C — H £j  B — H D — [-  F'",  A,  B \‘,C . D 
: :•  E.  F.  Par  la  Propofition  précédente 
A-{-C.  C : : B D.  D.  akernanào  A — C. 

B -H-  D : : C.  D Or  la  raifon  de  C à D eft  la 
même,  que  celle  de  £ à F : donc  A-\-C.  B 
' -i-  D : : É.  F.  alterttando  A — |-  C.  E : : B 
-i-D.Fi  donc  encore,  félon  la  précédente  A 
— H C — [-  E,  B — l"  l)  — h Fil  E,  t y ou  A,  B ^ 
ou  C.  Z);  car  c’eft  toujours  la  même  raifon. 

C’eft  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Proposition  X. 

Quatre  grandeurs  étant  en  proporthn  , divi-  51  ■ 
dendo , cefi-à-dire  , le  premier  antécédent  moins 
Ion  conjéquent , efl  à fon  conféquent  comme  le 
fécond  antécédent  moins  fon  conféquent  efl  à Jon 
conféquent.  Euclide  V.-  Prop.  17. 

Soit  A.BiiC.  D.  Il  faut  prouver  que  4r-B. 

B II  C~D.  D Puifque  A.  Bu  C.  Di  donc 
alternando  A.  Cil  B Di  donc  ôtant  3 àc  A 

& D de  C *,  - B.  C Z>: : C.  Or  la 

raifon  de  à eftla  même  que  celle  de  B à Z)  j 
ainti  A -—B.  C—Dii  B.  O . _T)otic  alternant 
do  A —B.  B i i C D.  D -y  CQ  qu’il  faUoit 
prouver.  . ' . 

Avertissement. 

La  raifon  inverfe  de  la  divifion , c'efl-à-dlre,  le 
' clqan^ement  d'une  proportion  oit  l'on  concIudé\v\- 
dendo  , s'appelle  convcrfion  de  raifon  : par  exem- 
ple i Ji  A.  — B.  B : : G — D.  D , en  changeant 
ainji  A — B.  G — D : : B.  D.  après-,ce  dernier 
changement  y la  proportion  demeure  encore  y com- 
me il  efl  évident 'y  ^ cela  fe  nomme  Conver- 
fion  de  Raifon , terme  qui  n'efl  point  necefl'aire.^ 

G 6 Pro- 
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PAoposition  XI, 

Deux  grandeurs  qui  ont  une  même  raison  avec 
une  troijteme , jont  égales  entre  elles.  Lucl.  V. 
Prop.g. 

A.  B C.  B.  il  faut  que  A:sC:  car  f 
Ibit  l’expofant  de  laraifonde  A kB  ; il  le  fera 
de  celle  de  C à B , qui  eft  la  même;  doncyf f 
partant  y^«=Bz=C^.  Ces 
* deux  grandeurs  étant  égales  à une  troifieme  , 
favoir , à B , elles  font  égales  entre  elles  par  le 
troifieme  Axiome. 

Proposition  XII. 

^3  Deux  raifons  étales  à une  troifieme  raifim^ 
fout  égales  entre  elles.  Eucl.  V.  Prop.  II. 

Si  A.  B : : £.  F,  & C.  Z>  ::  B.  F,  fl  faut 
prouver  que  A,  B : : C.  D.  Si  l’expofant  delà 
raifonde  /f  àB  eftf , celui  de  la  raifon  de  E à 
F qui  eft  la  même , eft  aufli  q.  Or  celui  de  C à Z) 
eft  le  même’,  que  celui  de  la  raifon  de  F à F. 
C’eft  donc  encore  q.  Les  deux  raifons  de^^  à' 
' Bt  k Dy  ont  donc  un  même  expofantj: 
, ainfi  elles  font  égales  t- 

. Proposition  XHt. 

5^4  Lorfque  deux  grdndeûrs  font  multipliées  far 
me  rmme  ^audeur elles  font  en  même  ratfon- 
après  avoir  été  multipliées  y qu^ avant  que  dêtte 

muhipltées:  . ' * 

On  a multiplié  /f  & Bparx,  il  faut  prouver 
qye  Ax.  B xi:  A.  B.  L^expofant  de  la  raifoo' 

de  A\  B eft  J & celui  de  la,  raifon  de  x à 
B X eft  4^ . Or  c’eft  un  même  expolànt  ; car 

B X \ 

dans—  ayanteffacéx.qui  fe  trouve  au  deflüs- 

' &. 

♦ Jltf.  »•  4Î-  t vV-  n.  41. 
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• A 

& au  deflbus  de  la  ligne,  relie  ♦ ; par- 

tant ces  deux  raifons  ayant  un  même  expofant, 
elles  fout  égales  t» 

Proposition  XIV. 

Dhijat/t  deux  grandeurs  far  une  trùifieme , cr 
les  quotiens  de  tes  diviJUns  ferant  en  mime  raifon  - 
que  (es  grandeurs^ 

Soient  deux  CTandeursJtf  &Z>.  Je  les  divilè 
par  X.  Le  quotient  de  B parjr  foit  nommé/» , 

& celui  de  Dpzxx^  foit  nommé  q ; il  faut  prou- 
verque;». ft:  B.L>.  OtfxzzBy  ècqxzsDi 
donc  fx.qx::  B.  D.  p à.  q ayant  été  multi- 
pliez par  X,  félon  la  Propofition  précédente 
fx.  qx::  p.  q.  Donc  puifque^x.  qx::  ù.  f, 
fl  faut  que  p.  q::  B.  D ]:  ce  qu’il  fallait  dé- 
montrer. 

* Proposition  XV. 

Lorfqste  qsâttre  grandeurs  font  profortionneUeSy  5<T 
le  produit  ou  le  reâangle  des  extrêmes  eji  égal  à 
eeîui  des  mwens.  Eucl.  VI.  Prop.  i6. 

A.B:  \ C.D.'Ufautprouver  que//xD=B 
xC.  Soit  X l’expofant  de  ces  deux  raifons  é- 
galesr  donc  ÂxzsiB  àiC xr=:D  \ ainfijepuis 
exprimer  cette  proportion  delà  forte  : A.  A x 
pf  C.C'x.  Il  faut  aonc  démontrer  que  AC  x 
'srACxi  ce  qui  ell  évident. 

Corollaire. 

Trois  grandeurs  étant  en  proportion  continue , 57 
le^froduh  des  extrêmes  efi  égal  au  quarré  du  ter-^ 
me  moyen.  Eucl.  VI.  Prop.  17. 

Soient. -H-  A.  B.C^  Puifque  B.B::  B.  Ci 
donc //C  = B B,  ou  y^Cï=B*. 

G 7 Pr.o- 

♦jSi».  «4. 
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iPROPOSITION  XVI. 

8 Lorfque  quatre  f/àndeurs  font  tellement  dif-  . 
pofées  ^ que  le  reélan^le  ou  produit  des  extrêmes 
eft  égal  à celui  des  moyens , elles  font  proportion- 
nelles. Eucl.  VI.  Prop.  16. 

Dans  ces. quatre  lignes ,/1  .B ,C , D \e pro- 
duit des  extrêmes  eft  égal  à B :.' produit  des 
. moyens  : il  faut  démontrer  que  /i.  B::  C.  D. 
foit  X le  quotient  de  B divilepar/f  ,&*celui 
de  D par  C:  donc //jr=B,&C«=:£)  Ainfî 
je  réduis  ces  quatre  termes  à ceux-ci  y yl.  Â x, 
C.  Cz.  Selon  qu’on  le  fuppûfe  d xCz  = dx 
xC.  Otant  de  part  & d’autre  À xC  y reftera  z 
=zx.  Par  conféquent  l’expofant  de  la  raifon  de 
yf  à Ü eft  égal  à celui  de  la  raifon  de  C à D ; ainfî 
elles  font  égales  * : par  conféquent  ces  quatre 
grandeurs  lont  proportionnelles. 

Corollaire  I. 

59  En  changeant  les  quatre  terrnes^'une  propor- 
tion y pourvu  que  les  deux  mêmes  termes  Josent 
toujours  ou  les  deux  extrêmes  ouïes  deux  moyens  y 
ils  feront  toujours  rangez  proportionellement. 

Soient  ces  quatre  termes  B ::  C.  D , 
pourvu  que  À & Z), par  exemple,  foient  tou- 
jours ou  les  deux  moyens  ou  les  deux  extrê^ 
mes,  leurs  produits  leront  toujours  égaux; 
par  conféquent  ils  feront  proportionnels , fé- 
lon cette  Propofition. 

Corollaire  ïL  , 

(5q  . Divifant  le  produit  des  moyens  d'une  propor- 
tion par  le  premier  y le  quotient  de'  la  divijion  fera 
le  qu  '.trieme  terme  ; ^ d-vi,  nt  ce  même  produit 
par  le  quatrième , le  quotient  fera  le  premier. 

Car 
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Car  ce  quotient, multipliant  le divifeur,  re- 
fait le  même  produit  qui  a été  divifé  *. 

Remarque.  « 

Remarcfuez  que  ces  deux  dernieres  Propojitiom 
leurs  CorolLïtres  fotrt  d*un  très  and  ufa^e 
dans  la  Géométrie , cufft-bien  que  dans  l'Arithme- 
tique , étant  le  fondement  de  toutes  les  Récries  de 
trois  ^ ou  de  proportion.  ‘ 

D E F I N I T I O If  . 

hf  produit  de  deux  pranc^eurs  étant  é^al  à ce-  (Jr 
lui  de  deux  autres  pelles  peuvent  donc  faire 
une  proportion , )Jila première  ejl  à iatroifieme., 
tomme  la  quatrième  ejl  à la  fécondé , cette  pro" 
portion  fe  nomme  Réciproque , ou  Inverfe.  • 

Soient  ces  deux  reétangles  AC  Ik.  LG  égaux. 
ÜAB.  EF:t  FG.  BC ^ cette  proportion  fe 


nommera  Réciproque  ou  Inverfe , laquelle  com- 
mence & finit  dans  la  même  figure.  Si  un  des 
côtez  de  ces  deux  reftangles  eft  plus  grand , 
l’autre  eft  réciproquement  plus  petit. 

Proposition  XVII. 

S'il  y a tant  de  pondeurs  qu'on  voudra  d’un  (Jj 
côté,  y autant  d autre  s d'un  autre  côté  ^ lef- 
quelles  étant  prifes  de  deux  en  deux  foicnt  en  mê- 
me raifon  ; celles-là  en  raijon  égale , feront  pro- 
portionnelles. Eucl.  V.  Prop.  22. 

Soient  trofs  grandeurs  A B d’un  côté , & 

trois 

4- 
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' trois  autres  D , £ , f de  l’autre  côté-.  Si  /# , B 
D.  E Sc  B.  C : i E.  F,  il  faut  démontrer 
qu’en  raifon  égale  Â.C\:  D.f. 

10.  Alternandt.  E::C.  Fk 

donc  les  deux  raifons  de  à Z) , & de  C à Fêtant 
égales  à celle  àeB  i E^  elles  font  égales  •>  : par 
conféquent  A.  D : : C.  F ^ & akernattdo  A. 
C : r Z>.  F ; ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Proposition  XVIII. 

(^3  Si  lé  première  ejl  à la  fécondé  comme  la  troF 
fieme  à la  quatrième^  Çÿ  la  cinquième, à Infé- 
conde comme  la  fixieme  n la  quatrième , la  pre- 
mière plus  la  cinquième  fera  à la  fécondé , commt 
lé  troijieme  pim  la  fixiéme  fera  à la  quatrième. 
Eucl.  Y.  Prop.  24. 

Soient  yf , B , C , D F,  fîx  grandeurs;  fi  la 
' première  /#  eft  à la  fécondé  B comme  la  troi» 
îieme  C eft  à la  quatrième  & la  cinquième 
£ à la  fécondé  B comme  la  fixieme  F à la  qua- 
trième D\  ce  qui  s’exprime  ainfi: 

A.  B:'.  C.  D,  èi  E.  B:i  F.  D. 

Je  dis  que  /l.  H-  EB::C  — f-  F.  D ; car  al- 

temando  ' , A.  C : : B.  D &.  E.  F : : B.  D'. 
donc  ^ A.  C ::  £.  F:  donc  A E.  C —{•  F 
:i  A^C  Et  puifqüe  A.  C::  B.  D',  donc 
A — H F.  C — Ir  F ; t B „D^y  & alternando  Æ — h-£. 
B : : C —h F.  Z>;  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Propofitions  touchant  les  Proportions 
' qu’Euclide  , dans  fon  cinquième  Li- 
vre , énonce  d’une  autre  manière  que 
nous  n’avons  fàit^ 

« 

Euclide  nomme  Grandeur  multiple  , celle* 

qu’une 


JÊhre  ///.  Se^îen  llf. 

qu’une  plus  petite  grandeur  mefure  exadlement 
tant  de  fois  ; & Grandeurs  équimultiples , cel- 
les qui  contiennent  un  éga'l  nombre  de  fois  la 
grandeur  dont  elles  font  multiples.  Le  produit 
d’une  grandeur  multipliée  par  une  autre , eit  le 
multiple  de  cette  grandeur.  Ainü  Âx  eft  le  mul- 
tiple de  A ; mais  A &.  B ayant  été  multipliez 
par  le  même  multiplicateur  x , ces  deux  pro- 
- duits  A X ôc  B X font  équimultiples  de  A &B. 
Les  Prbpofîtions  fuivantes  ont  été  démontrées 
ci-deflus , comme  vous  l’allez  voir.  On  ne  les 
met  donc  ici , que  parce  qu’celles  n’ont  pas  été 
propofées  de  la  maniéré  que  le  fait  Euclide  > 
dans  Ibn  Livre  V. 

Proposition  I. 

5’i/y  a tant  dt  grandeurs  qtdou  voudra 
^multiples  d'autant  d'autres  grandeurs  J chacune  à 
la  Jienne  ; comme  l'une  fera  multiple  de  l'une , 
ainji  les  toutes  feront  multiples  des  toutes . 

.J’exprime  ainfî  cette  Propofition  : B x &.Cx 
étant  équimultiples  deS  &deC,je  dis  queda 
grandeur  B x etïàB  &.C  xk  C j comme  B x — h . 
Cl  X k B — P C . 

1°.  Bx.Cx::  B.C*.  2®.  ahernando.  B x. 
B::  Cx.  C.  3°.  Ajoutant  donc  à fl  àfî  les 
grandeurs  C x &.C , qui  font  en  mêmeraifon  f, 

B x,  B II  Bx  — h C X,  B — hC  J &.C  X.  C 1.1  B x 
—^C  X.  B-\-Ci  ce  qu’il  falloit  prouver. 

Proposition  IL 

Si  la  première  eft'  autant  multiple  de  la  Je- 
tonde , que  la  troijieme  de  la  quatrième , Çy  lu 
cinquième  autant  multiple  de  la  fécondé , que  la 
jixieme  de  la  quatrième  ; la  compof/e  de  ta  pre- 
mière Çjf  de  la  cinquième  fera  autant  multiple 

* [uf,  ».  Î4.  t 47i  • . . ' 
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de  la  fecoHde^  que  la  compofe'e  de  la  troifieme  Çÿ. 
de  la  fixierne  le  fera  de  la  quatrième. 

Sx  A.  B C.  D & que  E.  B ::  F.  D:  Je 
dis  que  A-^  E.  B m C-^  F.  D. 

Puifque  A.  B : : C.  D &c  E.  B : : F.  D', 
donc  Miterftayjdo  A . C : : B.Ü&iE.  F’.:  B D. 
Ainft  la  raifon  de  /f  à C eft  la  même  que  celle 
de  A à /'■,  ces  deux  raifons  étant  la  même  que 
celle  de  A à D * ; Partant  A.C::  E.  f.  Donc 
ajoutant  E avec  A,  & /-'avec  Cf  A E , 

C — h Fi:  B.  D»  Or  alternando  A — |-  E.  b 
. : C -f  F^  D : ce  qu’il  falloit  prouver. 

Proposition  III. 

<56  Si  la  première  ejl  autant  multiple  de  la  fécondé, 
que  la  troifieme  de  la  quatrième  , Ç5’  qu'on  prenne 
les  dquimultipies  de  la  première  de  la  troifie^ 
me  ; le  multiple  de  la  première  fera  autant  mul-  ^ 
tiple  de  la  fécondé , que  le  multiple  de  la  troifie- 
me le  fera  de  la  quatrième. 

Une  grandeur  multiple  contient  celle  dont 
elle  dl  le  multiple  ; ainfi  c’èft  la  même  chofe 

3ue  fi  on  difokjfi  la  première  contient  autant 
e fois  la  fécondé,  que  la  troifieme  contient  la 
quatrième.  Ainfi  il  s’agit  de  démontrer  que  fi. 
A.  B C.  D , que  A &/' foient  équimulti- 
ples  de  & C ; c’eft-à-dire , que  E contien- 
ne A comme /-'contient  C,qu’ainfi  A.C::  E\ 
F;  il  faut  que  B.  L>::  E.  F.  Car  puifque  A. 
B::  Ci^D',  donc 'alternando  A.C::  B^D.  Or 
A.  C::  E.  F.  Ainfi  la  raifon  de  B k u eft  la 
même  que  celle  de  E à étant  égale  à une 
même  raifon  J:- 

-,  Propos’ition  IV.  . 

67  Si  la  première  ejl  à la  fécondé  en  même  rai' 
fou  que  la  troifieme  à la  quatrième  ; aujfi  les  équi~ 

mul- 

♦ yif.  ».  IJ.  \/»f.  ».  47.  n.  SJ.  . 
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Multiples  de  la  première  Çjj’  de  la  troifieme , auront 
même  raifon  aux  équimultiples  de  la  fécondé  $5*  de 
la  quatrième , en  quelque  multiplication  que  ce foity 
Ji  elles  foafprifes  ainji  qu'elles  fe  répondent. 

Cela  veut  dire  que  li  //.B  : : C.  D,  ainfi 
akeruando  A.C'.:  a.  D \ il  faut  que  A x.  C x 

Bz.  D Z. 

Car  »A  X.  C x::  A.C’,  &cB  z.  Dz’.‘.  B.  D. 

Mais , A.C  : r B.  D\  donc  ^ A x.C x ::  B z. 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Proposition  V. 

Si  une  grandeur  eft  autant  multiple  déune  gran-  <5&- 
deur , que  la  retranchée  de  la  retranchée , aufji 
le  refie.  fera  autant  multiple  du  rejle , que  la  tou- 
te de  la  toute. 

Cette  Propofîtion  fepeut  exprimer  ainfi:  Si 
A. B B./-;  jedis  que/^  — £.B  — f ::  A. S. 

Car  alors  on  leur  ôte  des  candeurs  qui  font 
en  même  raifon  ; ainfi  elles  demeurent  en 
même  raifon  <=. 

-Proposition  VL 

• Si  deux  grandeurs  font  équimultiples  de  deux  (jj, 
autres  grandeurs , b’  qu'on  retranche  d'elles  des 
équimultiples  , ou  les  refies  feront  égaux  aux 
mêmes , ou  équimultiples  d'elles.. 

J’exprime  ainfi  cetfb  Propofition.  Si  A x. 

B x::  A x — C.  B x — ’ D ; je  dis  que  Ax  — C. 

B x~D  ::  A.B. 

Cela  efl:  évident:  car  Ax.B  x: :‘  A.  B Or 
deux  raifons  égales  à une  troifieme,  font  éga- 
les*. Ainfi  ûAx.  Bx::  Ax  — C,  Bx—D’,  il 
faut  qns  Ax—C.  B X-.-D::  A.B.  • 

• Prcv 

a /np.  H.  S4.  b /ap.  m.  si.  C /mp.  ».  4t. 

n.  S4.  ».  Si.  >. 
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Proposition  VII. 

70  Les  grandeurs  font  entre  elUs  comme  font  leurs 
équimmtiples  entre  elles , étant  prifes  cpmme  elles 
fe  répondent.  ' 

Ex.  C x'.\  B.  C onB X,  B ::  C X.  C I c’éft 
ce  qui  a été  prouvé  *. 

Les  autres  rrt^ofitions  du  cinquième  Livre 
d’Euclide,  font  dans  les  emlroits  qui  leur  con- 
viennent. 


SECTION  IV, 

Des  Raifbns  Comj>ofees , & leurs 
Proprictez. 

^ Avertissement. 

LOrffue  Vexpofeset  d'une  raifon  eftjîmple ou 
doit  Sre  de  cette  raifon  qu'elle  eji  Jimple 
(lu' elle  eft  compofée  , Ji  fon  expafant  efl  fait  de  \ 
l'addition  ou  de  la  multiplication  de  deux  ou 
de  plufieurs  autres  expofans.  Par  exemple , l'ex» 
pofant  de  la  raifon  de  A àB  fait  q.  ft  on  confidere 
• que  ce  nombre  peut  être  fait  de  P addition  de  1 
^ de  ^ expofans  de  la  raifon  double  y ^ de  la 
raifon  triple , on  pourrait  dire  qUe  la  raifon  de 
A à B efl  compyée.  SiTexpofant  de  cette  rai- 
fon de  A à B étoit  6‘,  nombre  qui  efl  fait  de 
deux  multiplié  par  trois  ; c'efl  pour  lors  qu'on  doit 
dire  que  cette  raifon  efl  compofée , favoir , de 
ces  deux  expojans  i Çÿ  3 multipliez  l'un  par 
Poutre.  Car  Pufa^e  veut  que  par  une  ratftn 
conepofée  on  n'entende  qu'une  raifon  dont  l'ex- 
pofant  efl  fait  non  par  Paddition  , mais  feule- 
ment 

♦/•/.  ».  Î4. 
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meut  par.  ia  multiplie atio»  de  deux  ou  de  plu- 
fleurs  expofaus. 


,D  E F I N r T .1  O N S. 

Définition  I. 

IL«  raifons  compofées  font  celles  dont  les  ex-  7 * 
pojans  font  faits  de  la  multiplication  de  deux  on 
plufieurs  expofans. 

Soit  la  raifon  dey^  à B dontjc  eftrexpofant, 

& que  X = « y;  alors  cette  raifon  de  à B efl: 
dite  compofée  des  deux  raifons , dont  « font 

les  expofans. 

DefinitionII. 


Une  raifon  compofée  de  deux  raifons  égales  ^ -72 
s'appelle  Doublée. 

Si  l’expo/apt  de  la  raifon  de  A à.B  eftfaîtde 
Z multiplié  par  z j c’eft4-dire,  HzzeH  l’expo- 
fant  de  cette  raifon,  elle  efl:  doublée. 

Corollaire.' 


Ainf  une  raifon  qui  a pour  fon  expofant  un  h r. 
quarré.f  efl  uns  raifon  doublée. 

Soit  zZf  ou  , l’expofant  de  la  raifon  de 
A k B.  Il  eft  fait  de  z multiplié  par  *,  ainfî 
de  deux  expofans  égaux:  il  eft  donc  l’expo- 
fant  d’une  raifon  doublée. 

Définition  III. 


• Une  raifon  compofée  de  trois  raifons  égales  , je 
nomme  friplée. 

Corollaire. 

* 

Ainfi  une  raifon  qui  a pour  fon  expofant  un 
cube , efl  une  raifon  'Triplée. 

Si  lecube^^^jOUi’  eft  l’expofant  de  la  rai- 
fon de  /f  à B,  cette  raifon  eft  triplée;  car  fon 

ex- 
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expofant  efl  fait  de  la  multiplication  de  ces  trois 
grandeurs  égales  • 

TheoremeL 

7<5  Plujieurs  grandeurs  étant  de  fuite  j ^ raifon 
de  la  première  à la  dernier e eji  comfiofée  des  rai' 
fons  de  toutes  les  grandeurs  qui  font  entre  les  deux 
extrêmes. 

Soient  ces  grandeurs  À .,D.,E^F^  &c. 
Il  faut  démontrer  que  la  raifon  de  d à C eft 
' compofee  de  celles  de  d à B ^ & de  B à C.  Soit 
je  l’expofant  de  k B , donc  4 x— B * \ celui 
de  ü à C eft  « : donc  par  la  même  raifon  B z , 
o\x  /} X Z— C.  Ainli  je  puis  changer  les  trois 
mndeurs  /^ , fî  , C en  celles-ci  4 , À x,  4 xz. 
Je  divife  4x  'z  par  4 , le  quotient  de  la  divifion 
’ fera  JC  « expoftnü  de  la  raifon  de  4k4  xz^Xe- 
que]  ell  fait  des  expofans  de  ces  raifons  multi- 
^iez  l’un  par  l’autre  ; partant  par  la  première 
Définition , la  raifon  de  à C eft  compofée 
de  celle  de  .^  â B , & de  celle  de  B à C.  Par 
cette  méthode  ie  puis  démontrer,  que  la  rai- 
- fonde  4 à /'’elt  compofée  de  toutes  les  rai- 
fons des  grandeurs  interpofées. 

Theoreme  il 

^7  La  raifon  de  deux  ùlans  efl  compofée  des  rai- 
fons qu'ont  les  cotez  ae  l'un  aux  cotez  de  l'au- 
tre ^ de  la  largeur  à la  largeur^  de  la  longueur 
à la  longueur. 

Soient  cesdeux  plans  ab  & cd.  Il  faut  démon- 
trer que  leur  raifon  eft  compofée  de  celle  de 
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ak  b kd.  Soit  Z expofant  de  la  raifon 
de^à  c'  donc  *4  ?,=:<■.  Soit  x celui  de  ^ à 
alors  ^ azb xr=.c d.  Divifantazbx 
par  , le  quotient  fera  z x compoi'é  de  « & de 
jf  expofans  des  raifons  de^àt ,<Scde^à«/:  donc 
ces  deux  plans  fontenraifoncompoféedecel- 
les  de  à f & de  ^ à c’eit-à-dire , de  leurs  cô- 
te/. : ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Avertissement. 

Il  faut  fe‘  fouvenir  cfu'o»  fuppofe  touiours  ici  ^ 
que  tous  les  P bas  ^ les  Solides  fout  reciangles\ 
ainjs  qu'on  l'a  fait  remarquer  ci-devant. 

' Theoreme  III. 

l,a  raifon  d'un  folide  à un  autre  foUde  ^ efi  7^ 
compof'e  de  la  raifon  qu'ont  les  trois  cotez  de 
l'un  aux  autres  trois  cotez  de  Vautre. 

Soient  deux  folides  abc  ài  def.  Il  faut  dé- 
montrer que  leur  raifon  eft  compofée  de  ces 

trois  raifons La  raifon  dea^fà 

fe  peut  exprimer  ainfi  Or  cet  expo- 
fant eft  fait  des  trois  expofans  des  raifons,  dont 
îl  eft  queftion  de  prouver  que  la  raifon  de  ces 
deux  lolides  eft  compofée.  Partant  félon  la 
première  Définition , ces  deux  folides  font 
entre  eux  én  raifon  compofée  de  celles  de 
leurs  côtez.  * . 

Theoreme  IV.  ’ 

Lorfque  quatre  grandeurs  font  proportionelles , 79 
le  produit  des  antéce'dens  eft  à celui  des  conféquens 
en  raifon  doublée  de  celles  de  chaque  antécédent  à 
fo»  conféquent , oujomme  les  quarrez  de  chaque 
antécédent  au  quant é de  f on  conféquent. 

Soit 

♦ y»/>.  n.  43t  ‘ • 
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Soit  a.  b'.\  c,  d\  le  j)roduit  ac  des  antécé- 
dens , félon  la  Propofition  précédente , eft  à ^ 
celui  des  conféquens , en  raifon  compofée  de 
celles  de<ïà^&defà<^,  qui  étant  égales , cettè 
raifon  efl:  doublée».  Lequarré  <*<»  de  l’antécé- 
dent a efl;  à^^,quarréduconféquenti,enrai- 
/ fon  compofée  des  raifons  de  <»  à é & de«à^; 

& par  conféquent  doublée  de  ces  deux  raifonSi 
• Or  ces  raifons  font  les  mêmes  que  ces  deux  rai- 
fons de  a à ^&der  à ^.’Par  conféquent  le  pro- 
duit <f  c efl  au  produit^</,  commelequarre<»« 
dl  au  quarré  bh.  • 

Corollaire. 

go  Ees  pld»s  femblables  ,c'ejl-à-dire  ^do»t  les  cotez 

font  proportionnels  ^font  entre  eux  en  raifon  doublée 
de  celles  des  cotez  de  P un  aux  cotez  de  Poutre. 

Leur  raifon  eft  compofée  de  celles  des  côtez 
de  l’un , aux  côtez  de  l’autre  Ces  deux  raifons 
font  égales.  C’eftdonc  une  raifon  doublée  «. 

Ainu  tous  les  quarrez  étant  des  plans  fembla- 
bles,font  en  raifon  doublée  de  celles  de  leurs 
côtez. 

THEOREME  V. 

3 1 Lorpjue  fix  grandeurs  font  proportionnelles , le 
produit  des  trois  antécédent  efl  a celui  des  trois 
conféquens  en  raifon  triplée  de  chaque  antécédent 
À fon  conféquent ou  comme  le  cube  de  chaque 
onticédent  au  cube  de  fon  conféquent. 

Soient  a.  : d.  e.  /;  le  produit  abx  efl: 
au  produit  def^  en  raifon  compofée  de  celles  de 
à </,  de  à f , & de  f à/;  - Or  ces  trois  raifons 
font  égales.  Cette  raifon  compofée  efl;  donc 
triplée  «.  La  raifon  de  cube  de  <*  o.Pt.\ddd 
cube  de  d en  raifon  triplée  de  celle  de  a\d.  Or 

c'efl 

J;  «.  71.  ^fup.  n.  77.  c/*ÿ.  H,  7»* 

ë/»/.  11.71.  CÂP.  B.  71' 
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ç’eft  la  même  raifon  que  celle  de^i à de  ^ à ^ , 

& de  f à/;  par  Conféquent  les  produits  dont  il  eft 
queftion,  font  entre  eux  comme  le  cube  de  cha- 
que antécédent  au  cube  de  fon  conféquent. 
Corollaire. 

^ Les  foîides  femhlables  , c'efl  à-dire  , dont  les  82 
cotez  font  proportionnels , fout  en  raifon  triplée  de 
celles  des  cotez  de  l'un  au  côté  de  l’autre. 

Les  côtez  de  ces  deux  folides  iémblables 
font  fix  grandeurs  proportionnelles;  partant 
la  raifon  de  l’un  à l’autre  eil:  triplée. 

AinQ  tous  les  cubes  étant  des  folides  fem- 
blables , • font  en  raifon  triplée  de  celles  des, 
leurs  côtez.  - ' ^ 

T H E O R E M-  E VI. 

Dans  une  progrejfion  Géométrique  .^la  raifon  de  Sj 
deux  termes  entre  lefjuels  il  y a deux  intervalles., 
ejl  doMe\  y té  il  y a trois  intervalles,  triplées 

Soit  -TT  A.  B.  C D.  La  raifon  de  A k C 
eft  compoféeou  égale  à une  raifon  compofée 
de  celle  de  A k B,  à.  de  celle  de  fi  à C *.  Or 
m ces  termes  étant  en  progrefllon , ces  deux  rai- 
fons  font  égales.  La  raifon  qu’elles  compo- 
fent  ell  donc  une  raifon  doublée  f.  On  dé- 
montre de  la  même  maniéré,  que  la  raifon  de 
akd  eiï  triplée 

THEOREME  VIL 

Lorfque  des  grandeurs  font  proportionnelles.  84 
leurs  quarrez  font  proportionnels. 

• Si  a.bx  : c.  d.  \ je  dis  que  aa.  bb\  :.cc.  dd. 
Ces  quarrez,  font  en  raifon  doublée  de  celles  de 
leurs  côtez  j: , c’eft-à-dire , en  raifon  doublée  de 
à à /J,  & de  f à Et  comme  ces  deux  raifons 
tont  égales  par  la  fuppofition , aufli  celles  qu’el- 

t/*?.  I /•/,».  71,  4 /«?.».  I., 
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les  compofent  font  égales  ; la  raifon  de  «<*  à hb, 
cft  donc  égale  à celle  de  à<i^;ainli  ces  quar- 
' rez  font  en  proportion. 

Theoreme  VIII. 

S5  Lorfifue  des  grandeurs  f»nt  proportionnelles  ^ 
leurs  cubes  font  proportionnels. 

Si  a.  b:  : c.  d\  je  dis  c^ûeaaa.  bbb.  : : cec. 
dddicax  la  raifon  de  a^’ ,&  celle  der’  àd* 
font'triplées  des  mêmes  raifons  »,  Ainü  elles 
font  égales. 

THEOREME  IX. 

8^  ..  T'rois  fraudeurs  étant  en  proportion  continue^ 
le  (f  narré  de  la  première  ejl  a celui  de  la  fécondé , 
comme  la  première  à la  troijieme. 

Soient  -^a.  b.  c\  j‘e  dis  (me  «*.  b*  w a.  c. 

' La  raifon  de  <1  à c eft  compofée  des  doux  rai- 
fons de  <f  à ^ & de  <■*>,  ces  deux  raifons  font 
égales.  Ainfi  la  raifon  de<»  à c eftdoubléc  =.  Or 
la  raifon  de  a^  à h*  ell  aulîi  doublée  des,  mêmes 
raifons  ^ : donc  a^.l*::  a.  c. 

T H E O R E M E X. 

Quatre  grandeurs  étant  en  proportion  continue, 
le  cube  de  la  première  eJl  au  cube  de  la  fécondé  , 
comme  la  première  ejl  à la  quatrième. 

Soient  -H- b.  c.  d.f.  La  raifon  debkfeü  com- 
poféc  des  trois  raifons  interpofées  «,  Ôc  ces  trois 
raifons  étant  les  mêmes , cette  raifon  de^  i /efl: 
triplée  Or  le  cube^’  efl:  au  cube  <■’  en  raifon 
triplée  de  la  même  raifon  g : donc  bKc^::  b.  f. 

THEOREME  XL 
88  Si  trois  grandeurs  Çÿ  autant  d'autres  prifes 
de  deux  en  deux  font  en  même  raifon,  ÿ eu 

pro- 
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proportion  troublée , ces  grandeurs  en  raifon  épiait 
' feront  proportionnelles.  Ëucl.  V.  Prop.  23. 

Trois  grandeurs  Â.,  B autres  D,  T,  F 
prifesdedeux  en  deux,  font  en  même  raifon, 
mais  la  proportion  eft  troublée;  c’eft-à-dirc 
que  A.  B'.:  E.F^  &c  B.  C : : D.  É.  Il  faut  dé- 
montrer que  A.  C::  D.  F. 

La  raifon  de  à C eft  compofée  de  celles 
de  A k B,  & de  B à C.  Celle  aufli  de  Z)  à F 
eft  compofée  de  celles  de  /J  à £ & de  £ à F. 
Or  ces  deux  raifons  le  font  de  raifons  égales  : 
czx  A.  B : E.  F\  ^ B C::  D.  par  con- 
féquent  les  compofantes  étant  égales  , les 
compofées  font  égales.  Ainfi  A.  C::  D.  F\ 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 


S É G T I O N V, 

Dq  la  comparaifon  des  Raifons. 

Eclair cijfmcnt  touchant  la  grandeur  eu  la 
petiteffe  d'une  Raifon. 

L Es  raifons  font  des  comparaifons.  Larai- 
fon  de  à B , c’eft  le  rapport  de  yf  à B:  ' • 

Or  on  peut-  comparer  ces  raifons , par  exem- 
ple la  raifon  de  Ak  B,  avec  la  raifon  deCàZ), 
icfquelles  raifons  le  pourront  marquer  ainfi,  . 

. Si  , c’eft-à-dire  , fi  ces 

deux  raifons  font  égales , c’eft  une  proportion,  » 
ou  une  égalité  de  raifons.  Nous  parlerons  dans 
cette  Seftion,  de  l’inégalité  des  raifons.  Le 
figne  de  ccttc  inégalité,  c’eft  p”  ou  Lors 

H 2 que 
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que  l’ouverture  de  ce  (igné  eft  de  la  droite  à la 
gauche , cela  marque  que  la  raifon  eft:  plus  gran- 

Kf 

dç.  Ainfi  fi  ■g"  » raifon  de  Af  à 

N eft  plus  grande  que  celle  de  P à Si  l’ouver- 

ture du  ligne  de  l’inégalité  eft  de  la  gauche  vers 
là  droite,  cela  marque  que  la  raifon  eft  plus  pe- 
tite. Si  raifon  de  iW  à AT 

eft  plus  petite  que  celle  de  P à Ç. 

Il  faut  d’abord  examiner  ce  qui  faitqu’uné 
raifon  eft  plus  grande , ou  plus  petite.  Ces  mots 
de  grand  & de  petit , font  relatifs.  Une  plus 
grande  raifon  ,c’eft  quand  la  chofe  qu’on  com- 
pare , par  rapport  au  terme  de  la  comparaifon , 
eft  plus  grande.  La  raifon  eft  plus  petite , fî 
.cette  chofe  qu’on  compare  eft  plus  petite,  par 
rapport  au  terme  de  la  comparaifon. 

L’idée  la  plus  nette  & la  plus  précife  de  la 
grandeur , & de  la  petitelîè , c’eft  que  ce  qui  eft 
plus  grand  contient  ce  qui  eft  plus  petit  : & plus 
il  le  contient  de  fois,  plus  il  eftgrand.  Ce  qui 
eft  contenu  eft  d’autant  plus  petit,  qu’il  eft  con- 
tenu plus  de  fois.  En  divifant  l’antecédcnt  d’u-  - 
ne  raifon  par  le  conféquent,  le  quotient  de  la 
divilion  qui'expofe  comment  ou  combien  de  . 
fois  l’un  eft  dans  l’autre , eft  l’expofant  de  cette 
raifon,  duquel  par  conféquent  dépend  fa  gran- 
deur ou  i’a  petitefle.  Quand  cet  expofant  eft 
plus  grand,  la  raifon  eft  plus  grande.  Mais  il 
faut  qu’alors  l’antécédent  contienne  ion  confé- 
quént,ou  foit  plus  grand.  Car,  comme  jé  le 
viens  de  remarquer,  plus  une  grandeur  con- 
tientcelle  avec  qui  onia  compare,  plus. elle  eib 
grande.  Mais  fi  au  contraire  elle  etoit conte-- 
nue  j alors  plus  l’expofant  feroit  petit,  l’antécé- 
dent 
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dent  feroit  plus  grand  , ou  .pioins  petit  ; car 
moins  une  grandeur  eft  cjpntenuc,  plus  clic  eft 
grande.  Lorfque,  dis-je, 'rantécédent  efl: plus 
grand , ou  qu’il  contienÇfïIlis  dé  fois  Ton  confé- 
quent , l’expofant  de  la  fâifon  étant  plus  grand , 
la  raifon  efl:  plus  grande:  & fi  l’antécédent cft 
plus  petit  que  le  conféqvient , ou  s’il  eft  conte- 
nu dans  le  conféquent , l’expofant  de  la  raifon 
étant  plus  grand,  la  raifon  eft  plus  petite. 

Proposition  I. 
Problème. 

taire  que  deux  differentes  raifoas  ayent  le  mê-  R* 
me  conje’queni.  , 

Soient  ces  deux  différentes  ràifons  ^ , 

Pour  faire  qu’elles  ayent  le  mêmé  conféquent , 
je  les  multiplie,  l’antécédent  & le  conféquent 
de  la  première  par  le  conféquent  de  la  fecôüde  ; 

cèqui  produit  Je  multiplie  de  même  l’an- 
técédent de  la  fécondé  raifon  , & fon  confé- 
quent par  le  conféquent  de  la  première  ; ce  qui 

produit  Ainfi  les  deux  raifdns  pfopôfées 

font  réduites  à celles-ci  » & 7^ . Ces  deux 

raifons ontlemémc  conféquent, & cependant 
conlèrvcnt  toujours  le  môme  rapport  de  'l’an- 
técédent à fon  conféquent 

,P  RO  POSITION  II. 

T H E O R E M E I, 

Deux  raijonsqui  ont  un  meme  conféquent  ^ font  qq 
entre  elles  comme  lettrs  antécédens, 

H 3 Soient 

* n.  54* 
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' Soient  les  deux  raifons  de  à A',  & de  B à A', 
qui  ont  un  même  conlë^uent  X.  Il  faut  démon- 
tre*r  qu’elles  font  l’une  a l’autre,  comme  les  an- 
técédens  //  & B.  Jc.divife  d &c  B par  Xy  & 
ces  deux  fe  trouveront  ainfi  exprimées;  la 

première  fera  ^ & la  fécondé  Or*/f  & 

I 

B étant  divifez  par  un  même  divîfeur  Xy  les 

* j4  s 

quotiens  entre  eux  comme  /I 

&B;  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Avertissement. 

En  réduifant  ainfi  ces  deux  raifons  ~ ^ Tï 
celles-ci  y<jui  ont  un  même  confê^uent  ^ 

CH  voit  quelle  raifou  elles  ont  entre  elles , que  f 
4M  regard  de  lO,  a une  plus  grande  raifon y que 
a au  regard  de  12.  Cela  ferait  douter  qu'il  fût 
vrai  que  la  raifon  ejl  plus  grande  y quand  l'expo- 
font  eft  plus  grand  ; car  divifant  10  par  2 le  quo- 
tient ejl  f , qui  eft  plus  petit  que  6,  le  quotient 
de  ix  divifé  par  2.  Mais  tl  faut  fe  fouvenir  de  ce 
qu'on  vient  de  voir  y que  quand  les  antécédent 
font  plut  petits  que  leurs  conféquens  ; moins  l'expo- 
fant  eft  grand  y ta  raifon  eft  plus  grande.  60  n' eft 
contenu  que  deux  fois  dans  120,  ^ par  cojfié- 
quent  plus  grand  que  10 , qui  eft  contenu  fix  fois. 

Proposition  III. 

Theoreme  II. 

91  Si  deux  ""grandeurs  font  inégales  , la  plus  gran- 
de a une  plus  grande  raifon  à une  même  grandeur  y 
que  la  plus  petite  y plus  grande  raifon  à la  plus 
petite  y qu'à  la  plus  grande.  Eucl.  V.  Prop.  8. 

, Soient 

*f«f'  * su 
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Soient  deux  grandeurs  inégales  A 
&B.  La  plus  grande  eft/^,&C  une 
troifieme , telle  qu’elle  foit.  Il  faut  j 

démontrer  i®.  que  la  raifon  àe  A k ) 

C , efl  plus  grande  que  celle  de  B à B C 
C.  J’exprime  ainfi  ces  deux  raifons 

, ou  Elles  ont  un  même  con- 

féquent  ; ainfi , félon  la  Propofition  précéden- 
te, elles  font  comme  A ôc  B.  Or  efl:  plus 

grand  que  B : donc 

t°.  Il  faut  démontrer  que  la  raifon  de  C à S 
efl:  plus  grande,  que  celle  de  C.k  A y que 

Je  donne  à ces  deux  raifons  le  mê- 

jîCBC 

me  conféquent  * , les  réduifant  ainfi 
La  raifon^  ^ efl  donc  la  même  que  — ; & la 
■ raifon  la  même  que  ~ f.  Or  ces  deux  . 

y - « 

raifons  4-»  & ibnt  entre  elles  ± , comme  A 

efl:  à B.  Mais  A , félon  la Fropofition , efl:  plus 
grand  que  B : donc  la  raifon  de  C à B efl;  plus 
grande,  que  celle  de  C à/f;  ce  qu’il  falloit 
démontrer.' 

Proposition  IV. 

TheoremeIII. 

De  deux  grundeurs  ycelle  qui  a une  plus  grande  92 
raijon  à une  même , eft  la  plus  grande  ; ^ an  con- 

H 4 . tr«i~ 
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'*  i^JucUe  une  même  a plus  fronde 
foifon.,  eft  la  plus  petite.  Eucl.  V.  Prop.  lo. 

Soient /f  & 3 deux  grandeurs  inégales,  /fa. 
une  plus  grande  raifon  avec  C , que  B avec  C j 

ainfi  ^ "c  <Sc  . je  dis  que  B \ 

ce  qu  il  faut  démontrer.  i°,  ’On  fuppofe  donc 

-Ç-.  Or  * ces  deux  raifons  font  comme  A 

&5.  Il  faut  donc  que  yf  2°.  Si  ^-p'  — 

il  faut  démontrer  que  B eft  plus  petit  que  A. 
Ayant  réduit  ces  deux  raifons  au  même  confé- 

quent  "y  ^ à , félon  qu’on  le  fup- 

pole,  il  faut  Or  ces  deux  rai- 

fons font  comme  A &.  B f;  il  faut  donc  que 
AÂM  pkis grand,  & B plus  petit. 

Proposition  V. 

Si  U première  ejl  à la  fécondé  comme  la  trot' 
fieme  à la  quatrième  , y que  la  troijieme  ait  une 
plus  grande  raifon  à la  quatrième que  la  cinquiè- 
me a la  fi^me  ; uuffi  la  ffremiere  aura  une  plus 
^amde  taifo»  à la  fécondé^  que  la  cinquième  à la 
Jtxieme.  Eud.  V.  Prop.  13. 

Soient  ces  fix  grandeurs  ^ A ,B.,C  E,F., 

dont  les  quatre  premières  font  en  proportion. 

A.  B C.  Di  ou-^-  =3  . Il  faut  démon- 

trer que  fi  P'  , la  raifon  fera 

aullî 

n/uf.iust. 
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E 

aulïï plus  grande,  que  la  raifon  Puifquc 

font  une  même  raifon;  étant 

plus  grande  que  , il  faut  que  foie 

E 

aufïï  plus  grand  que  -ÿ~. 

Proposition  VL 

Si  la  première  ejî  à la  fecoade  comme  la  troijie- 
me  à la  quatrième , ^ que  ta  première  [oit  plut 
grande  que  la  troijîeme  ; aujji  la  fécondé  fera  plus 
grande  que  la  quatrième  \ ^ fi  ^gale^  ^gule\  fi. 
plus  petite , plus  petite.  Euclid.  V.  Prop.  14. 

Soit  cette  proportion  Â.  B::  C.  D.  Il  faut 
démontrer  que  fi  =C,  de  même  B := 

& que  fl  C , de  même  B 'P'  D;  &;  enfià 
& À de  même  B 

Alteraando  A.  C ::  B.  D\  ce  ^i  ne  feroit 
pas,  fi  comme  /f=C,de  même  Bn’étoit  pas 
égal  à Z)  ; ou  fi  étant  plus  grand  que  C , B 
n’étoit  pas  plus  grand  que  D\  ou  fi  /Z  étant 
plus  petit  que  C , le  terme  B n’étoit  pasauflî; 
plus  petit  que  D. 

P.  R O P o s I T I O N V I T. 

Si  trois  grandeurs  dC un  côté  Ç5’  trois  ddun  autres  q» 
dtant  prifes  de  deux  en  deux  font  en  même  raifouy  ^ 
y qu*en  raifon  égale  la  première  foit  plus  grandi 
que  la  troijieme  ; aufii  la  quatrième  fera  plus- 
grande  que  la  Jixieme  \ ^ fi  égale  ^ égale  fi  plus: 
petite  y plus  petite.  Eucl.  V.  Prop.  20. 

. Soient /f  J fî,  C d’une  part,  OC  B,  £,  Edr 
l'autre.  Soient  A B :z  D.  E6c  B.  C f',  r'.: 

Si  7 C ; je  dis  que  D F.  S\  A ^ C, 

F.  SiA  C , que  Z)  = £;  autrem;;  f / 

• H 5.  i!  2 
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ne  feroitpas  à C , comme  D eft  à F,  ainfi  qu’on 
le  fuppofe , s’il  étoit  ou  plus  grand  ou  plus  petit: 
car  deux  grandeurs  inégales  ne  peuvent  pas  , 
contenir  de  la  même  manière  une  troifieme 
grandeur,  ou  y être  contenues. 

Proposition  VIII. 

sxî  Si  trois  gran^Hrs  d'un  côte\  ^ trois  dun  au- 
tre , frifes  de  deux  en  deux , font  en  même  raifoUy 
leur  proportion  hant  fans  ordre  ; y ^den  raifon 
égale  la  première  f»it  plus  grande  que  la  troifie- 
me : aujfi  la  quatrième  fera  plus  grande  que  la 
fixieme  i égale , égale  ; Ji  plus  petite  , plus 
petite.  Eucl.  V.  Prop.  21. 

Soient  À,  B^C  &.  D^EyF.  Si  A.  B i:  E.  ' 
F,  & fî.  C : : D.  E y &,  que  A foit  plus  grand 
que  C ; je  dis  que  D fera  plus  grand  que  /■  ; ü 
égal,  égal;  fi  plus  petit,  plus  petit:  car  C, 
ayant  été  pofé  plus  petit  que  A , la  raifon  de 
C àB  eft  plus  petite,  que  celle  de  A kü 
donc puifque  B.C::  Z).  £,'  & permutando  C. 
B::  E.  D y la  raifon  de  £ à Z)  efl:  plus  petite 
que  celle  de  à S , ou  que  celle  de  £ à /• , qui 
eft  la  même.  D efl:  donc  plus  grand  que  Z’ f ; le 
lefte  eft  aifé. 

Proposition  IX.; 

Si  quatre  grandeurs  font  en  proportion  y la  plus 
grande  jointe  avec  la  plus  petite  y fer  a plus  grande 
que  les  deux  autres  enfemble.  Eucl.  V.  Prop.  25. 

Soient  ces  quatre  grandeurs  en  proportion 
' A.  B::  C.D.  Je  fuppofe  A la  plus  grande  & ü 
la  plus  petite , & je  dis  que  A D:t'B  -j-C. 

Soit  ATexcès  de  /f  par  defius  £ , & Z l’excès 
de  C par  defiusD;  ainfi  yf  = .V— |-£,&C  = Z 
H-  lé.  Je  mets  donc  ces  nouvelles  valeurs  en 

pla- 

^ fup.  n,  91,  «,  91..  •' 
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place  de  /I  &deC ; j’ai  cette  proportion  X 
—h-B -B:  îÂ'H- Z). Z>,  qui  eft  la  même  quela  • 
précédente.  Il  faut  donc  démontrer  X ^ B 
~+  Û7^  8-\-Z-+  D.  J’en  retranche  de  part 
& d’autre  la  grandqpr  fî  -f  Z)  ; ainfî  il  ne  relie 
plus  qu’à  démontrer  X ■p-  Z. 

Puilque  X efl:  la  différence  de  ^ à B , & Z 
celle  deCkD,X~-B:=X&C~~D  = Z.' 

Or  À — B.  B::  C~^D.  D*.  Mettant  donc  A' 

& Z en  place  de  leurs  égales,  /f  — B &C~  Z)» 
on  aura  X .B  i x Z.  D om.  altcrnando  •>  X.  Z > 

: : B ü , éc  B . D ::  À.  C y fuivant  la  fuppo- 
fition.  Ainli  X étant  plus  grand  que  C,  aufll 
X p-  Z ;*  ce  qui  relloit  à prouver. 

Proposition  X.  . 

Les  grandeurs  faites  de  grandeurs  égales  ^ in-  9S 
égales , font  entre  elles  comme  les  inégales. 

Soient  ces  deux  grandeurs  a b Si.  a c,  on  peut 
concevoir  qu’elles  font  faites  dçZ&def  multi- 
pliez par  a ; ainli  ab.  ac  x \ b.  e ^ ^ do  même 
abd.  acd  xx  b.  c. 

Corollaire. 

Âinji  les  triangles  ^ les  parallélogrammes  de  qa 
meme  hauteur  font  l*un  à l'autre  comme  leurs 
bafes.  Eucl.  VI.  Prop.  I.  ' 

Les  grandeurs  des  triangles  & des  parallélo- 
grammes ^ dépendent  de  leur  hauteur  & de 
leurs  bafes  ; donc  li  la  hauteur  eft  la  même, 
ils  feront  comme  leurs  bafes. 

, » * * / 

a f*f.  *.,51.  b M.  n.  4<.  c Jitp,  «. 
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LIVRE  QUATRIEME. 

Des  rdfbns  & proportions  des  Lignes , des 
Triangles,  des  Figures,  tant  de  leurs 
cotez  & circuit , que  de  leurs  furfaccs.. 


SECTION  PREMIERE. 


Méthode 

jaifons 


our  troUYer  & démontrer  les. 
les  proportions  des  Lignes. 


Averti  s. s e m e k t. 

[ E L o N la  notion  qu'on  a dowiJi  det; 
( raifoHS  ^ des  proportions , il  e[l  évi- 
dent que  pour  démontrer  que  quatre 
L 'tpnes  font  en  proportion  ^tl faut  faire 
voir  que  Ji  on  les  divifoit  en  deux,  on: 
4»  trois  , 0».  en  tant  de  parties  qu'en  voudra  ; Ji 

tha.-- 
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chaque  partie  de  la  première  était  égale  à chaque 
partie  de  la  fécondé , chaque  partie  de  la  troijie- 
me  ferait  aujfi  égale  à chaque  partie  de  la  quatriè- 
me ; Ji  les  parties  de  la  première  étaient  plus  gran- 
de que  celles  de  la  fécondé,  celles  de  la  trotjieme 
feraient  plus  grandes  que  celles  de  la  quatrième  ; 

Ji  plus  petites,  plus  petites que  Ji'chaque  par- 
tie de  la  première  ne  fe  trouvait  pas  tant  de  fait 
dans  la  fécondé , chaque  partie  de  la  troijieme  ne 
fe  trouverait  pas  exaSiement  tant  de  fois  dans  la 
quatrième.  Enfin , que  s'il  y avoit  excès  ou  dé- 
faut , en  divifant  la  première  ^ la  fécondé  l'une 
par  l’antre , il  y aurait  excès  ou  défaut , en  divi- 
fant la  trotjieme  Çÿ  la  quat>  terne  l'une  par  l'au- 
tre. C'eji  la  méthode  la  plus  naturelle,  puifque 
raifon  n'ejl  que  la  maniéré  de  contenir , ^ d'etre 
contenu',  Çÿ  l'on  ne  fauroit  prouver  plus  fenjîble- 
ment  qu'une  première  Ligne  e fl  contenue  dans  une 
fécondé , comme  une  troijie  ne  dans  une  quatrième, 
qu'en  prouvant  de  ces  quatre  Lignes  ce  que  nous 
venons  de  dire.  C'efl  la  méthode  qu'on  va  fttivre.. 

Définition.' 

On  appelle  Efpace  parallèle , celui  qui  ejî  com-  l 
pris  entre  deux  lignes  parallèles. 

Jf  & Z étant  deux  lignes  parallèles , l’efpa- 
ce  qu^elles  renferment  fe  nomme  efpace  pa- 
rallèle. 

Lémme  Prewier. 

Si  Pon  coupe  un  efpace  parallèle , ou  la  perpen-  2. 
diculaire  qut  le  mefure , par  des  lignes  parallèles', 
les  lignes  obliques  comprifes  dans  cet  efpace  fe- 
ront partagées  en  autant  de  parties , que  la  per- 
pendiculaire. 

X&L  Z deux  parallèle?  renferment  réfpace>  • 
que  la  perpendiculaire  mefure..  La  ligne. 

B i dCa. 
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AB  eft  une  oblique,  com- 
prife  dans  cet  efpace , fi  on 
divifeZ^C  en  trois  parties, 
menant  les  deux  parallèles 
E & / ; je  dis  que  ces  deux 
parallèles  couperont  aufli 
en  trois  parties  l’oblique 
AB.  Ces  deux  parallèles  E &.  F divifant  tout 
l’efpace  parallèle  , compris  entre  ^ & Z , en 
trois  autres  efpaces  parallèles , danslefquels  fe' 
trouve  l’oblique  /iB , aufii-bien  que  DC.  Ainfî 
elle  efl:  divil'écen  autant  de  partie* , que  la  per- 
pendiculaire üC  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

L E M M E II. 

3 Les  lignes  obliques.,  qui  dans  des  efpaces  pa- 
ra leles  égaux  font  les  mêmes  angles  font  égales., 
Q également  obliques. 

Soient  Z & A’ deux  efpaces  parallèles  égaux  , 
où  les  lignes  obliques  B-  &;  üZ  font  les  angles 
BCH  & Eh'G  é- 
gaux;jedisque  ces 
deux  lignes  font  é- 
galcs  , & égîile- 
ment  obliques.  Des 
points  B & £,  je 
inene  perpendieu- 
iairementles  lignes  B H & EG , lefquelles  font 
égales  * ; ainfi  les  triangles  BC  Ü.,E  FG  font 
Triangles  & entièrement  égaux  f;  & partant 
’ BC  & EAfüiit  des  lignes  égales:  comme  aufli 
CH&.FG;  par  cpnféquent  f BC  & ££ font  éga- 
lement obliques  ; ce  qu’il  falloir  prouver,. 

L E M M E III. 

A Les  lignes  obliques  qui  font  les  mêmes  angles 
^ ' ' dont 

♦ i.  1.9.  f S*  t l.lt.  f J*. 
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ians  des  efpaces  parallèles  inégaux , font  inégales^ 
" plus  grandes,^  Ji  i'efpate  ejli  plus  grand\  plus  pe- 
tites , fi  l'efpace  ejl  plus  petit. 

Les  lignes  BC  ûc  PG  obliques  dans  les  clpa- 
ces  A'&  Z , font  les  mêmes  angles.  La  perpen- 
diculaireB eft  plus  grande  que  £/'  ;ainfirel^ 
pace  X eft  plus  grand  que  l’elface  Z : il  faut 
démontrer  que  l’oblique  F G ell  plus  petite 
que  l’oblique  3C. 

Soit  pris  fur  B ^ la  partie  B H égale  à £F, 
&par //  foit  menée  une  parallèle  à la  bafe/^L 
■ les  deux  triangles  /!BC  B 
& EFG  étant  rectangles 
& l’angle  SCA  étant  é- 
gal  à t'GE , comme  on 
le  fuppofe,  ils  font  é- 
quiangles  ».  L’angle 
B KH  eft  égal  à BC/f, 

& BHK  à liAC  ^.  Ainfi  le  triangle  BiCZ/eft 
équiangle  avec  BACi&c  partant  avec  FG  E. 
On  fuppofe  FE  égal  à Bu  ; donc  FG  = B K <=. 
Or  B li  eft  partie  de  B C ; donc  ^ G égale  à 
B K'  eftauffi  partie  de  BC,  & par  conléquent 
plus  petite  ; ce  qu’il  falloir  démontrer. 


T,  H E O R E M E I . 

Ayant  partagé  un  efpace  parallèle  par  deux  f'- 
ou  plufieurs  parallèles.,  la  perpendiculaire  de  cet 
efpace  cfi  la  ligne  oHitjue  qui  y fera , Jeront  cou- 
pées proportionnellement. 

i®,  La  ligne  oblique  fera  coupée  en  autant  de 
parties  que  la  perpendiculaire,  par  le  Lemme 
premier  <*.  Si  par  exemple,  la  perpendiculaire 
eft  coupée  en  cent  parties, l’oolique  feraauffi 
coupée  en  cent  parties. 

2°:  Si  les' parties  de  la  perpendiculaire  font 

éga- 

tiL  i.%.10.  bZ..z. ». 27.  c dfaf.rtyU 
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égales  entre  elles, celles  de  l’oblique  léront  éga- 
les entre  elles,  parle  Lemme  fécond*:  car  ces 
obliques  font  les  mêmes  angles  fur  ces  parallè- 
les t ; ainfi  elles  font  égales  & également  obli- 
ques , félon  ce  Lemme.  Si  les  cent  parties  dans 
lefquelles  la  perpendiculaire  a été  coupée  font 
toutes  égales , les  cent  parties  de  l’oblique  fe- 
ront donc  auffi  toutes  égales. 

30.  Si  les  parties  de  la  perpendiculaire  font 
inégales , celles  de  l’oblique , félon  le  troificme 
Lemme,  font  aulTi  inégales.  D’oii  il  fuit , que  fi 
on  prend  cent  parties  égales  dans  la  peroendi- 
culaire , & qu’il  refte  une  partie  qui  ioit  ou 
plus  petite  ou  plus  grande,  l’oblique  fc  trouve- 
ra divifée , de  forte  qu’après  les  cent  parties 
égales,  il  y aura  un  refte  plus  petit,  fi  le  refte 
de  la  perpendiculaire  eft  plus  petit  ; plus  grand , 
fi  le  refte  de  la  perpendiculaire  eft  plus  grand , 
comme  on  l’a  prouvé  dans  le  Lemme  tromemc. 
Partant  comme  la  toute  fera  contenue,  ou  con- 
tiendra la  toute , les  parties  feront  contenues  ou 
contiendront  les  parties.  Ainfi , félon  la  notion 
des  proportions , les  deux  lignes  dont  il  eft 
queltion  font  coupées  proportionnellement. 

Theoreme  II. 


C 


Plujiettrs  liines  obliques  étant  dam  un  mime 
efpace  paralleu  ^ Ji  oh  coupe  cet  efpace  par  uae 
lijrue  parallèle  ,•  Ces  lignes  feront  coupées  propor^ 
tionnellement. 


Les  lignes  obliques  £F& 
MN  font  entre  deux  paral- 
lèles , entre  lefquelles  AC  eft 
perpendiculaire.  Çet  efpa- 
ce eft  partagé  par  2 une  pa- 
rallèle: donc  par  le  Théore- 


A EM 


B 


Cl  3C 


^ Jap.  îi.  r.  ^ 2.  tt. 


me 
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me  précédent  MN.  AC  : : MD.AB^Saùemè- 
•me  Et.  'A C EG.  AB  Et  alternando MN, 

MD  ::  AC.  AB::  EF.  EG  Donc  MN.  MD 
::  EF.  EG.'Fxpermutando.,  AIN. EF::  MD. 
EG  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

Theoreme  III. 

Les  ligues  obliques  qui  font  les  mêmes  angles  7 
dans  des  efpaces  parallèles  differens , font  entre  el- 
les comme  ces  efpaces. 

Les  lignes  BC  & FG  obliques  font  les  an- 
gles BCA  & FGE  égaux;  par  conféquent  fi 
AB  égal  k EF.  par  le  Lemme  fécond  • 
BC=fG. 

Si  AB  efi  plus  grand  que 
E F par  le  Lemme  troifièmc  ^ 
fiC  fera  plus  grand  que  /'(?.‘ 

Si  AB  eft  par  exemple  triple 
de  EF  y alors  BC  fera  triple  de 
i-G  : car  fuppofant'que  ZJ/f  eft 
partagé  en  trois  parties  égales;  ^ AGE 
par  le  Lemme  premier  ' BC  fera  aulîî  partagé 
en  trois  parties , Icfqucllcs  par  le  Lemme  fé- 
cond d feront  chacune  égale  à GÊ;  car  ces  par-  . 
ties  font  les  mêmes  angles  « : ainfi  elles  font  ega- 
lement obliques  : ainfi  B C eft  triple  de  FG , 
comme  nous  venons  de  le  démontrer. 

Par  cette  méthode  on  démontrera  que  telle’ 
partie  que  EF  eft  de  AB  y l’obliqué  FG  eft  par- 
tie de  l’oblique  B C ; ou  que  comme  E F fera 
contenue  en  AB  y auffi  FG  fera  contenue  en  BC. 

Si  /iB  eft  égal,  ou  contient  une  ou  plufieurs 
fois  Eb , plus  quelque  refte , on  démontrera 
que  BC  eft  égal  ou  contient  de  la  même  ma- 
niéré une  ou  plufieurs  fois  exaélement/’G , plus 

quel- 

a i.  V fuf.  a.  4.  eyâfi.  m.  2.  d/Mt.  « j» 
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S E C T I O N II.  ' 

Des  Raifôns  & Proportions  des  cotez 
des  Triangles. 

Définition  I. 

DEux  T’rianjrles  font  dits  femblabîeSy  îorf.^ 
que  leurs  cotez  fout  des  angles*égaux , oh 
qu’ils  Jont  /quiangles. 

Définition  II. 

Dans  les  ‘Triangles  femhlables  que  P on  compa~ 
re^  les  xitez  oppojez  aux  angles  égaux  font  nom- 
mez , Cotez  Homologues. 

X &.  Z font  des  trian- 
gles ferablables  ou  équi- 
angles,  chacun  de  leurs 
côtez  , comme  /i  ü ^ 

DE  oppofcz  aux  angles 
égaux  C & t'i  font  nom- 
mez Homologues,  c’eft- 
à-dire  , proportionnels.  On  va  démontrer, 
que  ce  nom  leur  convient. 

Theoreme  I. 

Deux  Triangles  femblables  ont  leurs  côtez  pro' 
porttonnels.  Eucl.  VI.  Prop.  4. 

Je  mene.par  le  fommet  des  deux  triangles 
ZÈC  & DEFdes  lignes  parallèles  à leurs  baies , 
&deleurfommccj’abaiirefurces  bafeslcs  per- 
pendiculaires X & Z.  Fig.  précédente. 

Les  angles  ABC  D.^lont  égaux;  les  obli- 
ques 
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Îiies  ÀC  & Z)  F font  aufli  les  mêmes  angles; 
)onc  AB.  DE:-.  X,  Z \\  AC.  DF  \ _ 

Ainfi  DE  : : AC.  D F.  En  menant  par 
' B éc  E des  lignes  parallèles  aux  côtez  AC  & 
DFy  on  démontrera  de  la  même  maniéré  que 
yfB.  DE::  BC.  EFy  & qu’ainfi  deux  trian- 
gles fcmblables  ont  tous  leurs  côtez  propor- 
tionnels. 

C^eji  pour  cette  raifom  qu'on  appelle  Homoh- 
gués , les  côtez  qui  fe  répondent  aans  les  figures 
femhlables  ; parce  que  ces^côtez  font  proportionnels 
les  uns  aux  autres , ou  qu'ils  ont  meme  raifon  ; 
ce  que  Jignifie  ce  mot  Homologue. 

Theoreme  II. 

Deux  triangles  femhlables  à un  troifieme  font  ^ ^ 
femblables  entre  eux.  Eucl.  VI.  Prop.  21. 

Soient  A .^B  y C trois  triangles.  SiA&C  font 
femblables  à B , les  angles  de  B font  égaux  à 
ceux  de  & deC:  Donc  les  angines  de  W &de 
C font  aufli  égaux  les  uns  aux  aT^tres  Ainfi , 
félon  la  première  Définition  «=,  A &.  C font 
femblables. 

Theoreme  III. 

Si  deux  triangles  ont  leurs  côtez  proportionnels.  12 
ils  feront  femblables.  Eucl.  VI.  Prop.  5. 

Les  côtez  des  deux  triangles  ABC  & DEF 
font  tels,  que  AB.  BC  ::  FE.  ED^  &,  AC. 

AB  : : DF  EF.  Je  dis  que  ces  deux  triapgles 
font  femblables. 

J e fais  fur  E F l’angle  G EF  égal  à ABC , & 
l’angle  EFG  égal  à BAC-,  ainfi  £(?Feft  égal 
à A'..  B à.  Par  conféquent  EFG  & ABC  font 
deux  triangles  femblables  *.  Ainfi  il  ne  s’agit 

plus 

i/up.n.y.  b L.j.n.sz,  c/up.n.t.  d Z.  2.  s.  to. 
e /uf.  ».  g.  ^ 
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plus  que  de  mon- 
trer que  les  deux 
triangles  EFG  & 
£/*Zilbnt  égaux; 
& qu’ai  nfi£FZ^, 
le  même  que 
EFG  , eft  fcin- 
blable  i 4BC, 


DA. 


Puifque  Et  G Çl  ABC  font  femblables , donc 
AB.  BCx:  EF.  EG.  Par  la  fuppofition,  AB. 
BC:  : Er.  e:D:  donc  EG  &iE/J , qui  ont  une 
même  raifon  avec'£?  ’,  font  égaux  »,  On  dé- 
montrera de  la  même  maniéré  que  tous  les  cô- 
tez  de  £;  17 , font  égaux  à ceux  de  EFD‘,  ce 
qu  il  falloit  prouver. 


Theorexie  iv. 

Deux  triauples  font  femblables , lorfju'ils  ont  un 
angle  égal , cotez  qui  comprennent  cet  angle 
proportionnels.  Eud.  VI.  Prop.  6.  même  figure. 

L’angle  FED  eft  égal  ïABC^AB.BCfi  FE. 
£Z);  je  dis  aue  ABC  ôc  FED  font  entière- 
ment iemblabies.  Pour  le  prouver , je  fais  cpip- 
me  ci-deifus  le  triangle  EFG  femblable  à /^BC, 
&jemontreenlamlme  mahierc,  que  les  trian- 
gles EFG  & DEFom  égaaxrcar  AB.  BC  : : EF. 
EG:  : EF. ED.  Ainfi  EG  & ED  ont  une  mê- 
me raifon  avec  EF:  donc  ils  font  égaux  •».  Or 
puifque  l’angle  D££  értfimpol'é  égal  à l’anglè 
/1BC:  donc  il  l’eft  à FbG^  qu’on  a fait  égal 
à ABC.  Ainfi  ces  deux  triangles  üEFSc  G EF, 
ayant  deux  côtez  égaux  EG  k ED  y & £ A à. 
LF  y & les  angles  FED  & (?£/•’ que  cescôtez 
comprennent,  égaux,  ils  font  égaux  *=.  Donc 
puifque  Dt.F  & CB  A font  femblables  à LGFy 
ils  font  femblables  entre  eux  <*. 

T H E o- 


a L.i.n.it,  h L.i.n.si.  c L.i.n.ÿt. 
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Theoreme  V.  \ 

St  deux  triangles  ont  un  angle  égal  à un  au“ 
glcy  y les  cotez  au  long  d’un  autre  proportion- 
nels , les  troijiemes  angles  étant  de  meme  efpece  , 
c-ejl-à-dtre  y ou  aigus  y ou  droits  y ou  obtus  y ces 
deux  triangles  font  équiangles  ; ^ les  angles , 
dont  les  cotez  font  proportionnels  y font  égaux. 
Eucl.  VL  Prop.  7. 

Soient  ces  deux  triangles  ABC  Si.  DEF  y l’an- 
gle A eft  égal  à l’angle  D , & les  côtez  qui  com- 
prennent un  autre  angle  proportionnels;  je  dis 
que , fî  C & E font  de  même  efpece , ces  deux 
triangles  font  équiangles  ; & les  angles,'dont  les 
côtez  font  proportionnels  j égaux. 

Que  C 6l  t foient 
10,  aigus  ; je  dis  que 
ces  triangles  font  é- 
quiangles,  lavoir  que, 
les  angles  £font" 
égaux , comme  C & F. 

Si  B ert  égal  à £ , ces  triangles , félon  la  Pro- 
pofition  précédente,  font  équiangles.  Mais  li 
Bell  plpsr grand  que  £,  foit  fait  ABC  égal  à 
DEF* y dont  le  troilieme  angle  fera  égal 
au  troifieme  angle  ^ partant  aigu  comme 
lui  ; & BG  & Z>££feront  équiangles , & lem- 
blables:  ainü  AB.  BG:  : DE.  EF.  Oronfup- 
pofe  que  DE.  EF:  : dB  BC.^  Ainfi  AB.  BG 
DE_.  EF::  AB.  BC:  donc^BC &BG ayant 
une  même  raifon  avec  AB , font  égaux  ^ : ainli 
le  triangle  GBC  eft  ifofcele,  &parconféquent 
les  angles  BCG  & BGC  feront  aigus  & par 
conléquent  BGA  fera  plus  grand  qu’un  droit  *. 
Mais  1 angle //GB  aété démontréégal  àl’angle 


;Aa 


â Ij,  2.  9. 29*  b Zi*  2*  n,  >c  Za*  3.  v.  529 
4L%Zon^l^*  cZr«2.ff.  17. 
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F y qu’oo  a fuppofé  ai- 
gu; ainfi  il  ieroit  en 
même  tems  plus  grand 
& plus  petit-  qu’un 
droit;  ce  qui  erî  ab- 
furde.  ’ 

Que  C & F ne  ibient  pas  aigus  : donc  BGC 
égal  à C ne  fera  pas  aigu;  ce  qui  ne  peut  pas 
être  *.  Par  conféquent  les  angles  ABC^E  font 
néceflairement  égaux;  ainfi  ABC  & Z)£fTont 
entièrement  équiangles  •».  Donc  fi  dans  les 
deux  triangles , &c. 

THEOREME  VI. 


*5  Si  deux  trianjrjes  femblayies  ont  un  point  ' 
commun , ^ les  cotez  homologues  parallèles , les 
deux  autres  cotez  Jè  rencontrent  direélement. 
Eucl.  VI.  Prpp.  32.  • 

Çoient  ces  deux  triangles  femblables  ABC,' 
OC E.  qui  ont  un  point  com- 
mun , lavoir  C ; les  côtez  AB  & 

D C font  parallèles  , comme 
aufiî  AC  & DE  ; je  dis  que 
-t  C £ eft  une  li^e  droite. 

Puifque  AB  ôc  DC  font 
parallèles,  l’angle  B AC  =z  AC & l’angle 
/fô‘C=  'vC£par  la  fuppofition  ; donc  les  trois 
angles  AC  B , ACD  -,  DCE  font  égaux  aux  trois 
angles  ACB , CAB , ABC  du  triangle  ABC  y 
lelquels  valent  enfemble  deux  droits  <*  : donc 
BCE  eft  une  ligne  droite  c. 

Theoreme  vil 


Ig  Lorfqtion  couùe  deux  cotez  d’un  triangle  par 
une  ligne  parallèle  à la  hafe  de  'V angle  qu'ils 

cora^ 

4 E.z.n  7J*  ci.  î.".  *0. 
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cemprenuent , ils  font  coupez,  proportionnellement. 
Eud.  VL  Aop.  2. 

, Soit  le  triangle  ABC  mené  parallèle 
àBC , je  dis  que  ÂE.  EB  : : AF.  FC.  Le  trim* 
gle  A EF  efl:  femblable  au 
triangle  /iBC,puifqu’ils  font 
équiangles  »:  car  outre  que 
l’angle  A eft commun,  l’an- 
gle AEF=:ABC,&l  l’angle 
AFE  ==  ACB^:  donc  A B. 

A E::  AC,  AF<:  &, dividendo 
^AB  — AE.  AEx:  AC  — AF.  AF.  Or  AB  — AE 
s=:EB  J&.AC— AF=FC.DoncEB.AE::FC. 
AF.  Permutando,  AE.  EB  AF.  FC. 

THEOREME  VIII. 

Si  Fannie  d’un  triangle  ejl  coupé  en  deux  égale-  vj 
ment  par  une  ligne  droite  qui  cou^e  aujfi  labafe., 
les  fegmens  de  la  bafe  feront  l'un  a l’autr^  comme 
les  deux  autres  cotez.  Et  fi  cela  eft , la  ligne  tirée 
du  fommet  k la  bafe  coupe  l'angle  en  deux  égale* 
ment.  Eucl.  VI.  Prop.  3. 

Soit  le  triangle  A B D. 

Laligne  BC  tirée  du  fom- 
met , coupe  l’angle  B en 
deux  également.  Il  faut 
prouver,  1°.  que  AB.  BD 
: : AC.  CD.  Soit  mené 
DE  parallèle  à BC , & pro- 
longez le  côté  AB  jufqu’à 
ce  qu’il  * rencontre  cette 
parallèle.  Les  angles  yf  SC  » — -n 

& AED  font  égaux  * & par  A C 

la  même  raifon  CBD  & BDEi.  On  fuppofè 
ABC  à.  CBD  égaux:  donc  CBD  & B ED  fe- 
ront 

'a  fap.n.t.  hL.r.nz-r.  cfup.n.io.  4 L.i.n.js. 
t L.  2.  «.27.  f Z-  2.  B.  23. 
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pont  auflî  égaux,  & par  conféquent  BDE  & 
BED:  ainü  le  triangle  étant,  ifofcele, 

BD  — BE.  Ox  AB.  AC 
: : B£  (ou  BD)  CD  ».  ~ 
T>oxicAB.AC’.'.BD  CD. 

& altemando  A B. B D::AC. 

CD. 

i».  Il  faut  prouver  que 
fi  cela  eft,  BC  coupe  AB  D 
parla  moitié.  Puîl^e  f^- 
pofant  comme  deüus  DE 
parallèle  à BC.  & A Bpro- 
longée  en  E , alors  AB.BE  ^ 

: : //C. CD '»,& par l’hypothefe BD:: y^C. 
CD  : donc  BE  = BD^,6c\ç  triangle DBE  fera 
ifofcele  & aura  les  angles  BED  — BDEc; 
. mais  àcaufc  des  parallèles  BC  , £D,  les  an- 
gles //BC,  BED  ou  fon  égal  BDE  feront  é- 
gaux  f, •comme  aufli  CBD  .^BDE%:  donc  l’an- 
gle ABÇqzCBD  -,  ce  qu’il  falloir  prouver. 

Définition  I. 


Les  lignes  antiparalUles  font  celles  qui  fur  les 
lignes  qu'elles  coupent,  font  bien  les  memes  oH'‘ 
gîes , mais  c'eji  d'un  autre  côté. 

Les  lignes  parallèles 
font  les  mêmes  angles  ^ 

d’un  même  côté  , avec  p \ 
les  lignes  qu’elles  cou-  A E 

pent^.S'i  Afi=y'iBC.,\cs  X 

lignes  EE  & B C feroient 
amfi  paraîîeies  ; mais  fi  ‘ 

AfE=ACB  , ces  lignes  font  antiparalleles. 


a fitf.  n.  ifi. 
é L.i.  n J7* 
g JL.  X.  n.  x$  • 


Theo- 

b fop.  n.  i«.  c î.  *1.  SX. 

e Z/.  X.  ».«J.  f E X.  n.  17, 

h X.  n.  XJ. 
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T H E O R E M E IX. 

Ltrf(fu'o»  coupe  les  cô'ez  d'un  triangle  par 
une  ligne  antiparallele  à fa  bafe , les  cotez  de  ce 
triangle  font  coupez  en  proportion  < réciproque. 
Même  Figure. 

'FE  eft  antiparallele  à BC  : ainfi  AFE=:/1CB  y 
&JEF  •=:ABC.  Le  triangle  AEF  a donc  le» 
mêmes  angles'que//SC,  de  par  conféquenc  il» 
font  rcmblables,(ü;  leurs  côtez  font  proportion- 
nels * ; mais  leurs  côtez  homologues  n’ont  pas 
la  même  fituation , car  AB  n^fl:  pas  homologue 
avep  AF,  mais  avec  AE  : ainfi  ceS  côtez  AB 
.&  AC  ne  font  pas  coupez  dans  une  proportion 
droite.  AB  n’eft  pas  a A;  comme  AC  à AE'y 
de  forte  que  de  ces  quatre  grandeurs,  la  premiè- 
re ert  à la  quatrième  comme  latroifiemeà  la  fé- 
condé. AB.  AE'.'.  AC  AF. 

PROBLEME  I. 

Couper  une  ligne  droite  femblablement  à une 
ligne  qui  efl  déjà  coupée.  Eucl.  VI.  Prop.  10. 

La  ligne  AD  coupée  en  trois  parties  AB  y 
BC  ,CÜ:on  propofe  de  couper  la  ligne /fG  en 
trois  parties  pro-  ^ - 

portionnelles  à * * “ 

celles  de  AD.  Je 
joins  A G avec  £ 

A D ',  ûc  forte 

^qu’elles  faflentAi_„  

un  angle , quel  ® ^ 

qu’il  (oit.  Après' je  mene  par  les  points  G & D 
une  li^e  droite , & à celle-ci  des  parallèles  par  ' 
les  points  B & C de  la  coupée.  Les  parallèles 
coupent  AG  trois  parties , qui  font  propor- 

tionnelles à celles  de  AD '.cssr\  AD.  AC  :'.  AG. 
AF.  & AC.  AB  : : AF.  AE  : ainfi  on  a fait  ce  qui 
«toit  propofé.  - . 

*Ap.n.iù,  \fnp.n.U.  . . 
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PROBLEME  IL 
Divifsr  me  ligru  e»  tout  de  parties  égales  qu*tie 
voudra. 

La  ligne  donnée  eft  qu’il  faut  divifer  en 
'trois  parties  :jela  joins  aveç  Z une  ligne  infinie: 
de  forte  qu’elles  fafleat 
l’aqgle  Z /f  Jf,  n’importe 
de  quelle  grandeur.  Ayant 
ouvert  le  compas  au  ha- 
zard  , & mis  une  de  (es 

Îiointes  fur  /f,je jnarque 
ür  Z de  fuite  avec  la  mê- 
me ouverture  trois  parties  égales  : après  de  B , 
extrémité  de  ces  trois  parties  je  mene  une  ligne 
au  point  C,  extrémité  de  A';&à  celle-ci,  des 
. parallèles  pai-  les  divifionsde  Z ; félon  ce  qu’on 
vient  de  démontrer  dans  le  Problème  précé- 
dent, fera  divifé  femblaWement  en  ÂB  ^ 
c’eil-à-dire,  en  trois  parties. 

PROBLEME  III.. 

■ Retrancher  d'une  ligne  telle  partie  qu'on  vou~ 

■dra.  Eucl.  VI.  Prop.  9. 

Si  de  dC,  fig.  précc'd.  bn  veut  retrancher  Ja . 
troifieme^partie,  il^n’ert  queftion  que  de  di- 
vifer AC  en  trois  parties,  lüivant  le  Problè- 
me précédent,  & retrancher  de  AC  une  de 
cçs  trois  parties.  , ' 

P R O B L É M E IV.  “ ^ . 

■23  Deux  lignes  étant  données.^  trouver  une  trot-  ^ 

, fi:me  qui  fait  à la  jeconde , comme  celle-là  eft  à 
•la  fremiere  ; ou  à deux  lignes  données  trouver  une  '' 
troUieme  proportionne  lie, ^XXC\.  VI.  Prop.  II. 

La  première  ligne  eft  AB,  la  fécondé  BCi  . 
je  joins  ces  deux  lignes  de  forte  qu’elles  nefaf^ 

' fent  qu’une  ligne  droite  : enfuite  je  prens  AD . 
égale  à ÜC,  que  je  joins  avec  AB  j de  forte 

qu’el'  * 
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Çu’elles'  feflènt  un  angle 
^el  qu’il  foLt.  Je  raene  de 
û une  ligne  fur  ',<Sc  à cel- 
le-ci une  parallèle  par  le 
point  « -•  je  prolonge  Aü 
jufqu’à  ce  qu’elle  rencon- 
tre la  parallèle  ^.E  ; ce  qui 
étant  fait, je  dis  que  DE  efl:  k troifîeme  pro- 
portionnelle cherchée. 

Car  • /tB  eft  à . ou  à fon  égale, BC,  com- 
me yfC  efl  à /fE  ; &.partant  comme  /fC  — - AB 
eft  à A£,  --  ADf  c’eft-à-dire , comme  B ..  ,efl: 
à Z^£;  ainfî  -rr  A B.  B C.  DE  ce  qui  étoic 
propofé. 

PROBLEME  V. 

TroMver  une  quitrume  froportiounelle  à trois  *4 
lignes  qui  fo  t en  projxjrttou.  E\xc\.  VI.  Prop.  12, 

La  première  eit  ,iB\  la  fécondé  Büy  avec 
lefquelles  je  fais  l’angle  quelqu’iUbit=ii/#/^;Ia 
troifieme  eft  BC  que  je  ^ * '■  * m 

joins  avec  AB , de  forte  ' ' ^ 

que  toutes  deux  faffent  - ' "L 
une  ligne  droite  câpres  je  ^ 

mene  par  fl  & Z>  une  li- 
gne droite,  & à celle-ci 
par  le  point  C la  parallèle. 

CE  : je  prolonge  AD  jufqu’à  ce  qu’elle  rencon- 
tre cette  parallèle  C£;  ce  qui  étant  fait,  je  dig 
que  DE  eft  la  quatrième  proportionnelle  : car  e 
AB.  ^C  î : AD.  ;ainfi  dtvidendo  ^ AB,  AC 
A B’.z  A D-  A E A D’y  c’eft-à* dire que 
i#5.  B C ::  AD.  DE  y & par  confëquent  ah 
lemaudo  AB.  AD  : : BC.  DE.  ‘ 

..  'j.  • 

P R O 


BLEME  VI.  ^ ‘ 

Trtmier  luttes  ht  rétiproques  pojj^bks  à Jeu^ 
üpt'f  immht.  I » * " Soient' 

ifif.  ».  t9ê  k Al.*.  41.  c /•/.  a Uk  4 
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Soient  les  deux  lignes  données  AB  ^ il 
faut  prendre  A B y plus  petite , fur  la  plus 
grande  AC  y & faire  un  cercle  qui  ait  la  plus  ' 
grande  pour  diamètre  ; enfuite  du  point  B ou  la 
plus  petite  fe  termine , tirer  fur  ce  diamètre  une 
endiculaire  indéfinie,  comme  T. 
oute  ligne  qu’on  mè- 
nera de  A qui  eoupera 
J’indéfinie,&  fe  termine- 
ra au  cercle  comme  AD , 
ou  qui  coupera  le  cercle 
& fe  terminera  à l’indéfi- 
nie, fatisfera  au  Problè- 
me. AE  & AD  font  réci- 
proques k AB  ,AC  y comme  aufli  AF  & AG  : 
«r  B £ efl:  antiparallele  à D C,  puifque  AEB 
=:  ACDy  & ABE  = ADC  »:  ainfi  ces  lignes 
font  coupées  réciproquement  \ AFC-=  A bG 
€c  AGE  d;  donc  BG  & FC  font  anti- 

parallelcs  ; ainfi  AC  & AG  font  coupées  réci- 
proquement. 

PROBLEME.  VII. 

Sur  une  li^ne  donnée  décrire  figure  Jem~ 
blable  i une  figure  donnée.  Eucl.  VI.  1 rop.  ig. 

Il  n’cll  quelHon  que  de  réduire  cette  figure 
donnée  en  triangles  • , & fur  la  ligne  donnée  me- 
ner des  lignes  qui  faflentles  mêmes  angles» , oc 
forment  "de  femblables  triangles, 
t * - L E M M E I. 

57 . St  de  r angle  droit  d'un  triangle  reêlangle  on  ti- 
re une  perpendiculaire  fur  la  bafe , cette  Hgtte  le 
partagera  en  deux  autres  triangles  femklabkfy 
H à%iy  y efttre  eux.  Eucl.  VI.’ Prop.  8. 

' Soit /fBD  un  triangle  reêlangle.  Si  de /fl  an- 
».  ' gle 

it.i,n.srdr  i9.  b n.  i*.  < L-  i.  *•  J*  6*  3»» 

iL.Xn.jS.èffi,  e »•  -*  f"  ’ 
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gle  droit  on  mene  /IC  une  perpendiculaire  fur  la 
bafe  du  dis  que  les  trois  triangles  ABD  ■, 

ABC  ^ A D font  tous  trois  femblables. 

1°.'  Us  font  tous  redt- 
angles.  2“.  Les  deux 
triangles  ABD  & ABC 
ont  l’angle  B commun  : 
ainQ  ils  ont  tous  leurs  an- 
gles égaux  & par  con- 
léquent  femblables  i». 

Les  triangles  AB  D & ADC  ont  aufli  l’angle  Z>  ' 
commun  ; ils  font  donc  âulîi  femblables.  Puif- 
que  ABC  & ADC  font  femblables  à un  troifîe- 
me , ils  font  femblables  entre  eux  *=.  Par  confé- 
quent  les  trois  triangles  redlangles  ABD  ^BCA^ 

CAD  font  femblables. 

The.oremeX. 

Lorfque  dans  un  triangle  reélangîe  on  ment  2$ 
une  perpendiculaire  de  P angle  droit  de  Vhypotbi- 
nufe  ; voilà  ce  qui  arrive:  • ' , , 

1°.  La  perpendiculaire  eji  une  moyenne  propor~ 
tionnelle  entre  les,  deux  parties  de  Phypothénufe. 

i®.  Le  côté  majeur  eft  un  moyen  proportionnel 
entre  l'hypotbénnje  ^ ^ la  plus  grande  partie. 

3*.  Le  cité  mineur  ejl  un  moyen  proportionnel 
entre  l'byptthénuje  Çj*  la  plus  petite  partie. 

Par  le  Lemme  précédent,le  triangle  reélangle 
ABD  t eft  divifé  par  la  perpendiculaire  AC  en 
deux  triangles  reftangles  qui  lui  font  fembla- 
bles & entre  eux  ; de  forte  que  AB  D^CBA^. 

CAD  font  trois  triangles  femblables.  Partant 
i l \ BC.  AC  : : AC.  CD , m^BC.  AC.  CD.'  ' 

■ 20.  JD.  AD  : :AD.  BD  ou  ^ CD.  'AD*  BD. 
y.  BC.AB::  AB.BD  ovl^BC.  AB,  . 

B b -y  ce  qu’il  falloit  démontrer.' 

î 3 Pro- 

iL.Z.n.tO.  \>  fnf.%,%.  c rap.n.11%  à/mf,  h, 
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PROBLEME  Vîn. 

Entre  deux  i^nes  Jonn.  es  trouver  une  meyetme 
proportioHnc.le.  Üucl.  VI.  Prop.  13. 

Première  mr.niere. 

. Les  deux  lignes  données  fonCi^ü  &BC*,  je 
lesjoinsdefoi  te  au’elles  faflentune  ligné  droi- 
te , du  milieu  de  laquelle , qui  eft  G , & del’in- 
V tervalle  de  fa  moitié favoir  de  l’intervalle  /f  6’,' 

I’e  décris  un  demi  cercle;  j’é- 
eve  enfuite  fur  B une  per- 
' pendiculaire , que  je  proîori- 
. , . gc  jufques  à ce  quelle  fe  ter- 

mine dans  la  circonférence 
du  cercle,  favoir,  au  point 
Z);  je  dis  que  BZ)  eft  moyen- ' 

■ ' çe  entre  4B  & ne. 

L’angle  dans  le  demi  cercle eft droit*: 
parla  conftfuftion eft  perpendiculaire: 
' donc  par  le  Théorème  précédent  BP  eft. 
' ' moyenne  proportionnelle  entre  WB  & B G 
ou  -H-  /fB.  BD.  BC^ 

SecHide  maniéré. 

ÀB  & CS  font  detnt  lignes  données  ; je  pro- 
longe forte  que  BP=:  /éC  : & de  />  & de 
>#,cotnmî  centres,*  dintervafles  égaux  AB 
& CD , jé  fais  deux  cercles  qui  fè  coupent  en  fv 
fe  Kgpe  EB  ou  EC  fera  la  moyenne  entre /#B 
&CB.  ^ 

Parfaconftruélion  • 

. &C£=: 

JSjE  : donc  EAB  & 

CEB  font  deux  Hb- 
fceles;  ils  ont  l’angle 
* commun /fB£:  donc 

ces  deux  ifofceîes 

- font 
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font  équiangles  • y & partant  femblables ^ : donc 
Ad.  : : d isC,  ou  -H-  AB.  BE.  BC  \ 
ProblembIX. 

Ayam  les  trois  premières  l{^»es  tPiiue  progres- 
fion  s^érnne trique  de  lignes  trouver  les  au.  res  à 3^ 
l'in^ni. 

Soient  trois  lignes  en  progrefllon.  La  pre- 
mière eft  Al  , la  lecœide  AD , la  troifieme  ligne 
eft  /ü  , que  je  par- J. 
tage  par  la  moitié  ; 

& de  l’intervalle  de 
cette  moitié,  je  dé- 
cris un  demi  cer-  ^ 
de.  Je  prens  fur  ^ 
cette  ligne  AB  une  , 
partie  égale  à la  premier©  ligne  AC  ; & fur,  C 
j’éleve  une  perpendiculaire  q[ui  fe  termine  à la» 
circonférence  au  cercle  au  point  D , d'ob  je  me- 
né une  ligne  au  point  & ae  /#  p»  Z),uno  ligne» 
infinie  A'.  Je  prolonge  auflî  àl’infini»  la  ligne 
, que  je  nomme  7.  ;,enfuke  j’éleve  au-pomd 
B une  pe^endiculaire  qui  coupe  X au  poine 
E,  duquel  je  mené  uneperpendieulairequr  cou- 
pe Z au  point/",  oùje  dreue  uneperpendiculai- 
re.  qui  coupe  X au  point  G , d^oü  j’abailfe  une_ 
perpendiculaire  G//,  & ainfî  de  fuite. 

1°.  La  ligne  AD  étant  moyenne  proportion- 
nelle entre  AC  & AB  <• , eft  égale  à la  fécondé  - 
, ligne  donnée,  qui  fe  trouve  ainfî,  fi  elle  n’é-'  ' 
toit  pas  donnée. 

2®.  Tous  les  triangles  ADB , ABE , AEF^  * 
AFG , &c.  fontéquiangles  «,pùifqu*outre  leur 
angle  commun  XAZ,  ih  font  tous  reûangles; 
car  l’angle  ADB  dans  le  demi  cercle  eft  droit  f, 

- ^ par  la  conftruftion  EF  & HG  font  perpendi- 

I 4 cu- 

iL.t.%.%s. 

cL.  z.9.10,  f 
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culairesfurXjCom-  ^ 
me  L)C  BE  \j  le 
, font  fur  Z:  ainfi, 

■ fuivant  la  Défini- 
tion * ils  feront  n \/  \f  ÿ 
feniblables , & au- 
ront leurs  côtez 
homologues  proportionnels  f : donc  ÂC.  ziD 
::  /#./.  B,  Si.  /ID  AB-.'.  AB.  aE,  & AB. 
AL::  At.  At,  & Ar  AG  ::  AG  AH.,  &c. 
par  conféquent  AA-  AC.  AD.  A B.  aE.  AF. 
AG.  AiJ.  &c. 

<îl  préfent  on  ft'a  point  d/couverf  le 

moyen  de  trouver  avec  le  compas  la  feule  rè- 
gle'f deux  moyenne^ proportionnelles  entre  deux  li- 
gnes données.  On  les  trou- 
ve mécan  tfuement. 

Les  lignes  données 
font  AB  Q AG,  qu'on, 
joint  de  forte  qu'elles 
f^ent  un  angle  droit. 

On  difpofe  P équerre  X 
_ de  maniéré  , que  fin 
angle  fait  fur  le  prolon- 
gement de  AB,Ç5’ qu'u- 
ne de  fis  règles  rafi  G 
extrémité  de  AG. 

Z eft  une  fécondé  équerre  qtt  on  difpofe  , en  for- 
te qu'une  défis  regUs  rafeX,  ^ l'autre  lepvint 
B extrémité  de  AB;  amfi  les  tringles 

■ D E B , font  reéiûHgles  , D A LA 
font  des  perpendiculaire  ’^finfi  \ AC.  A D. 

"AE.  y-:^AD.  AE.  AB:<iû»f AG.  AD. 

Cette  invention  efl  de  Platon.  ^ Defeartes  en 
Propofe  une  autre,  avec  laquelle  il  trouve  en.re 
^ deux 

f/up.n.X,  10.  i^/up.n.it. 
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deux  lignes  don~ 
nées  autant  de 
proportionnelles  , 
sju'on  en  veut, 
llinfirument 
dont  il  fe  fert  efl 
compofé  de  plu- 
fleurs'  éjuerres.^ 
qui  font  tellemeni  _ 
ajujiées^  les  unes  A 
avec  les  autres^ 

que  lorfque  Panj^le  F AE  ejl  fermf  ou  que  les 
deux  règles  FA  ^ A E fe  touchent , toutes  les  ~ 
autres  règles  BC,  CD,  DF,  RF  fe  touchent 
y viennent  au  point  A : Jî  cet  angle  E A F 
s'ouvre  ces  mêmes  règles  fe  pouffent  ^ fe  chaf 
fent. 

Deux  lignes  e'tant  donc  donne'es  , je  pouffe  la 
règle  BC  , de  forte  que  A B fait  égale  à la  plus 
petite , Çfj’  f ouvre  V angle  E A F de  forte  que,  >a- 
règle  D R fit  éloignée  de  A de  la'  grandeur , de 
la  fecou  le'  ligne.  «.  ' ? 

Il  efl  évident  que  A C Î5*  AD  feront  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  ABcS*  AE. 

Pour  trouver  plufieurs  moyennes  proportion-  ' 
nelleSy  il  faut  augmenter  le  nombre  .des'  équer-  * 
res. 

.Theore'juï  XI.  _• 

Deux  cordes  qui  fe  coupent  dans  un  cercle , ont 

leurs  parties  en  proportion  réciproque. 

* « 

Soient  les  deux  lignés,  BD,  qui  fe  ^ 
coupent  au  il  faut  prouver  queB/^. 

CA'.'.  AE. /ID. 

Soient  tirées  B C , ED;  elles  formeront 
" les  deux  triangles  femblablej  BAC.  EAD-.  . 

‘ ■ I5  . r car 
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car  les  angles  en  A font 
égaux,  & l’angle  B eft 
égal  à l’angle  E , puif- 
qu’ils  s’appuyent  fur  le 
même  arc  CD  ; donc  ils 
ont  leurs  côtez  horaolo- 

fues  proportionnels  *. 

)onc  B A.  CA:',  A E. 

AD.  T)otic  ahernandoxé- 
ciproquement  yf  B eft  à 
AE,  Comme  CA  k AD;  ce  qu’il  ftlloiü 
prouver. 

L ï M M E IL 

23  Si  (T un  point  hors  tPttn  cercle  on  lui  mene  une 

tangente  Çy  une  fe'cante , cette  tangente  ejl  moyen- 
ne proportionnelle  entre  la  f/cante  entière , ^ fa 
partie  hors  le  cercle,  > 

Soit  la  tangente  CB  & la  fécante  CA  ; il  faut 
prouver  que  AC.  CB::  CB.  CD.  ou  AC. 

' GB.  CD.  ’ 

.Les  deux  triangles  ACB  & DCB  ont  l’an- 
gle C com- 
mun. L’an- 
• gle  DBC  a 
pour  fa  mefu- 
rc  la  moitié 
del’arc  BD  f. 

Cette  moitié 
eft  aulll  la 
mefure  de 
l’angle  BAC  ainfi  les  deux  triangles  ACB 
& BDC  ayant  deux  angles  égaux,  & par  Con- 
féquent  le  troifieme , jIs  font  femblables , & 
proportionnels  ^ : le  côté  DC  du  triangle  BCD 

■ ’ * eft' 

^ • 
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eft  homologue  avec  le  côté  B C du  triangle 
ÆB  : ainfi  AC.  BC:  : BC.  CD,  ou  ^ AC, 

BC.  CD  ; ce  qu’il  falloir  démontrer. 

'PROBLEME  X. 

Divifer  Hne  ligne  en  telle  forte , ^e  la  plut  34 
grande  partie  fait  moyenne  proportionnelle  entre  la 
plus  petite  ^ la  toute  : ce  qui  Rappelle  Moyens 
ne  y Extrême  raifon.  Eucl.  VI.  Prop.  30. 

• La  ligne  donnée  eft  BC  ; au  point  B j’éle-» 
ve  la  perpendiculaire  BG,  qui  loit  la  moitié 
de  EC.  De  l’intervalle  de  GB,  je  fais  un  cer-» 
de  dont  le  diamètre  fera  par.conféquent  égal  ■ 
à BC  ; je  tire  la  fécante  : après  quoi  ayant 
pris  Lti  fur  BC , é^ale  à CD , Je  dis  que  la 
ligne  BC  fera  divHée  au  point  H,  comme  ft 
elt  requis.  Si  HC  ou  DC  eft  la  plus  grande 
partie,  & BHovIlBC  — HIC  la  plqs  petite;  il 
faut  démontrer  que  -fr  BC.  CH.  HB  Par  le 
Lemmc  précédent, /fC.Bt;  : r BC.  CD,&tc-, 
tranchant  de  AC  & BC  les  lignes  BC  & 
les  reftes  AC —BC  éc  BC  — CD  feront  enco» 
re  en  même  proportion  *:  ahrii  BC  CD::  AC 
—<BC.  BC  — CD.  Mais  par  la  conftrudioa  ^ 
AC  — 3C=:OC=HC,izBC  — HC~HB'. 
ainfi  B C.  Cjti.  li  B I ce  qu’il  falloir  dé- 
montrer. ^ , 

C O R .0  t L A'  r R E I. 

Une  ligne  étant  coupée  en  moyenne  ^ extrê- 
me  raifon, fi  on  lut  ajoute  la  médiane  ,c  efl-à-dire  ' ' 

la  pim  grande  partie , cette  nouvelle  ligne  fera 
encore  diuifée  en  moyenne  ^ extrême  ratfony 
dont  la  première  fera  la  médiane..  _ - 1‘ 

1 <3  Soit 

4 
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Soit  Â C une  ligne  divifée  en  moyenne  & 
extrême  raifon  au  point  B.  La  médiane  ou  la 

f)lus  grande  partie  eft  fiC’,que  j’ajoute  à cette 
igné , fail’ant  que  CD  foit  égale  à ÜC.  11  faut 
prouver  que  -h-  AD.  AC.  CD. 

Soit  AC=at  & CBrzx  ; donc  a — x c^zAB.  , 
&.CDzsXi&.a-+x  = AD.  U faut  donc 
prouver  que  -rf  jt.  a-i-x.a.  x. 

Par  l’Hypothefe  a.  x\:  x.  a—tx. 
PermHtando  x.-a’.’.  a — x.x. 

Comfonendo  x — H «.<*::  a — x — h x.  x. 

''  Mais  a *—  jf  — h jf  =:zero.  Donc  x — <«• 
;r,  ou  -r?  x-\-0.  a.  x;  ce  qu’il  felloit  prou- 
ver. 

' Corollaire  II. 

Jd  Une  lijrne  étant  divifée  en  moyenne  ^ extrê- 
me raifon , fi  on  retranche  de  ta  medtane  la  plus 
petite  partie , le  refie  fera  encore  divifé  en  moyen- 
ne Çÿ  extrême  raifon.  , 


La  ligne  AC  eft  divifée  en  moyenne  & eitr^ 
me  railon , au  points.  Sa  plus  petite  partie  eft 
' AB.  Ilfaut  prouver,  que  fideBC  on  retranche 
' DC=:/^B,lereftey^Z)  fera  divifé  félon  la  mê- 
merailbn;  c’eft-à-dire,  que  AB.  BD. 

Soit  AB=.y^  BC=:x,  BDrzx-y.  Donc 
ACt=.y-\-x.  Il  faut  ainfi  démontrer  que  -H-  x 
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\ Selon  rHypothcfe  -j.  x\  \ x.  y n. 

Permutaado  x.  y::  y — 

Dividendo  x — y.  y y ~t-  x ~~  x.  X.  Et 
comme  — t-  — jr  = o : donc  ^ ~ y.  y ‘ y. 

X.  Ainfi  -H-  j;  — y.  y.  -*•  ; ce  qu’il  falloit 
prouver. 

Corollaire  III. 

Du  premier  Corollaire  il  ejlaif/de  conclure  que  37 
lorfqu'on  a une  ligne  divifée  en  moyenne  ^ ex- 
trême raifon^  on  en  peut  avoir  une  infinité  d'au- 
tres plus  grandes  divifêes  en  moyenne^  extrême 
raifon , Ji  on  cloute  à la  toute  la  médiane  : Et 
par.  le  fécond  Corollaire qu'on  en  peut  avoir  une 
, infinité  de  plus  petites  toutes  divifées  en  moyenne 
Çÿ  extrême  raifon , en  retranchant  la  pltté  petHê 
de  la  médiane.  , • ' 


SECTION  III. 

Des  Raifons  & Proportions  que  les  cîr-  • 
cuits  de  deux  ou  plufieurs  figures  ont 
entre  eux  ; & avec  les  rayons  des  cer- 
cles , où  ces  figures  font  infcrites, 

■'  DEFINITION. 

DEux  figures  reâilWnes  font  dites  femblahleSj  g j 
lorfque  leurs  angles  font  égaux  chacun  à,  ^ 
chacun , Çy  que  les  cotez  qui  les  comprennent  font 
proportionnels.  ^ 

. , Corollaire. 

- * 11  s’enfuit  que  toutes  les  figures  régulières  «g 
de  même  nom  font  femblablcs  : car  étant  de  ^ 

I 7 mé' 
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même  nom,  elles  auront  même  nombre  de 
côtcz  & d’angles;  & à caufe  de  la  régularité, 
tous  ces  angles  feront  égaux  aufli-bien  que  les 
côtez  qui  les  com|3rennent  * , & partant  pro- 
portionnels en  raifon  d’égalité;  amfi  fuivant 
cette  Définition,  elles  feront  lëmblablcs. 

Theoreme  I. 

^ Les  tWaûu  de  deux  jif'ures  ftmblablts  fottt  eu- 
> tre  eux  em  vtême  raijo» , que  leurs  (ôtez  ebaesm 
0 cbacu». 

Soient  X 6l  Z 
deux  hexa^nes , 
chaque  côté  de  X 
eft  a ; ainli  tout 
fon  circuit  eft  «5<*, 
chaque  côté  de  Z 
‘ eft  ^ & tout  fon  circuit  par  conféquent  eft- 
6 b.  Or  6 a 6 b : : a.  b f. 

Theoreme  ÎI. 

Les  circuits  de  deux  figures  rdgûlieres^  fem- 
blables  , font  entre  eux  comme  les  rayons  ou  dia- 
mètres des  cercles  on  elles  font  inferites , com- 
me leurs  apothèmes. 

X &L  Z font  deux  polygones  réguliers  & 
fcmblables.  Du  centre  du  ^cercle  oîi  ils  font 
inferits,  je  mené  les  lignes  &ÀC , DE  & 
DFf  qui  font  rayons.  Les  deux  triangles 
B/fC  6c  DEF  font  ifcofceles  par  la  ctmftruc- 
tion;  & puifque  ces  deux  figures  font  fem- 
blables,  les  angles  de  leurs  centres  DdC  6c 
EDF  {ont  les  mêmes;, ainfi  ces  triangles  fort 
fcmblables:  donc  /#B,  ou  le  rayon  de  Z eft. 
à DE,  rayon  de  Z,  conunc  UÙ  k EF.  Or  le 

cir» 
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circuit  de  cfl  à ce- 
lui de  Z par  le  Théo- 
rème précédentjcom* 
me  B C de  B donc 
le  circuit  de  Af  eft  à 

celui  de  Z ^ comme  ^ »,  -p  u tct  t? 

le  rayon  de  à ce-  ^ ^ ® ^ ^ ^ 

celui  de  2 , ou  comme  le  diamètre  de  l’un 
eft  au  diamètre  de  l’autre;  car  les  rayons  & 
les  diamètres  ont  entre  eux  une  même  rai- 
fon , les  rayons  étant  la  moitié  des  diamè- 
tres. ’ 

Soit /fiiff  une  perpendiculaire  fur  B<7 , elle 
fera  l’apothéme  de  X ♦.  De  même  foit  DN 
perpendiculaire  de  D (lir  EF^  elle  fera  l’a- 
pothême  de  Z.  Or  félon  ce  qu’on  a prouvé 
J BC  fera  k EF  comme  l’apotnême  de  X eft 
à Z;  ainfi  le  circuit  de  AT  eft  à celui  de  Z, 
comme  l’apothême  de  AT  à l’apothême  de  Z. 

Corollaire. 

Les  circof^erences  de  deux  cercles  font  entre 
elles  J comme  les  diamètres  ou  rayons  de  ces  cercles. 

Les  cercles  peuvent  être  confiderez  com- 
me des  polygones  réguliers:  or  les  circuits  de 
deux  polygones  font  entre  eux  comme  leurs 
diamètres  : donc  les  circuits  ou  circonféren- 
ces des  cercles  font  entre  elles  comme  les 
diamètres  des  cercles;  &par  conféquentpuif- 
que  les  rayons  font  la  moitié  des  ddametres  i 
comme  les  rayons  de  ces  cercles. 

Si  on  conçoit  dans  un  cercle  une  infimté  d*ate- 
tres  cercles  concentriques , dont  les  circonférences 
foient  déplt^’ées^  dreffées  comme  des  lignes  droi- 
tes , le  rayon  du  grand  cercle  Éÿ  fo»  circuit  fe-' 

rooù 

L,  1.  H.  144*  t *•.  I** 
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vont  un  trtanzle  reélan^le , dans  Phypoth/nufe  du- 
. quel  les  extrémitez  des  eercles  concentriques  aujji 
dJployez  doivent  fe  trouver , puifqu'ils  font  entre 
eux  comme  les  parties  du  rayon  du  cercle  qu'ils 
coupent.  C'ejî  pourquoi  l'on  a conclu  de-là^  que 
la  furface  du  cercle  étoit  é^ale  à un  tel  trianjle. 

Ce  que  nous  avons' dé  montré  par  une  autre  voye  *. 

Theoreme  III.  ' 

43  Les  arcs  d’égale  quantité  de  devrez  dans  dif~ 

> ferens  cercles , font  entre  eux  comme  ces  cercles 
dont  ils  font  les  parties. 

- Les  degrez  font  les  parties  proportionnel- 
tes  d’un  tout;  ils  font  donc  entre  eux  comme  " ^ 
les  touts  dont  ils  font  les  parties  ; c’eft-à-dire,  *■ 
comme  les  cercles  dont  ils  font  les  degrez. 

• T H E O R E *M  E I V. 

^4  Les  cordes  d’arcs  fenibUbles , dans  differens 
cercles , font  entre  elles  comme  les  arcs  dont  elles 
font  les  cordes. 

' Concevant  que  du  centre  des  cercles  ob  font 
ces  cordes  ont  ai  t mené  des  lignes  à leurs  ex- 
trémitcz,  on  aura  des  triangles  femblables , 
puifque  ces  cordes  d’arcs  femblables  ont  les 
angles  au -centre  égaux  : ces  cordes  font  donc  . 
entre  elles  comme  les  rayons  de  ces  cercFes; 

• U,  ».  n.  I J4, 
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& partant  comme  ces  cercles , qui  font  en- 
tre eux  comme  leurs  rayons  *.  Or  les  arcs 
d’égale  quantité  de  degrez  font  entre  eux, 
comme  les  cercles  dont  ils  font  parties , par 
le  Theorême  précédent  ; ces  cordes  font  donc 
entre  elles  comme  les  arcs  dont  elles  font  les 
cordes. 


Theoreme  V. 

Si  d'u»  point  où  plujïeurs  (ercles  fe  touchent , 45 
on'mene  une  It^ne  (jut  coupe  ces  cercles^  les  par- 
ties de  cette  ligne  Jeront  entre  elles  comme  les  cer- 
cles qu'eile  coupe. 


B 


A eft  un  point  oii  fe  touchent  plufieurs 
cercles.  Soit  mené  de  A une  ligne  qui  coupe 
les  ceTcles  C , Z) , £ ; il  faut  prouver  que  les 
parties  AC  AD,  A Je.  de 
cette  ligne  feront  entre 
elles  , comme  les  cer- 
cles qu’elles  .coupent. 

Par  A je  mene  AB , qui 
touche  ces  cercles  ; ainfi 
l’angle  BAE,  apourme- 
fure  ou  l’arc  CA  .ou  AU  ^ 
ou  A E -f  y ainfi  ces  trois  arcs  font  fembla- 
bles.  Les  cordes  AC , AD , AE.mr  le  Théo- 
rème précédent  d’arcs  femblables , font  en- 
.tre  elles,  comme  les  arcs  AC,  AD,  AE,  & 
ces  arcs  font  entre  eux  comme  leurs  cercles; 
les  parties  de  ladite  ligne  feront  donc  entre 
elles , comme  les  cercles  qu’elle  coupe. 

Theoreme-'  VI. 


Dans  le  mime  cercle  ou  dans  les  cercles  dgaux, 
les  angles  qui  ont  leur  Commet , fait  dans  la  cir  ^ 
conférence , fuit  dans  le  • centre , font  entre  eux 
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C9mme  tes  ara  fur  Ufqtteh  Ht  fout 
Eud.  VI.  Prop.  33. 

Cci-i  et  é.iUcat,  puifque  ces  arcs, en  . 
fout  les  indu  res  *. 

L E M M E. 

<17  Dans  U»  tr  'tayigie  reHuni^le  Jivifaut  un  des  cutr 
fies  aigus  en  tan  de  parties  égales  qtdon  vnsdray 
me.iint  des  lignes  droite  jur  le  coté  otfoféy 
les  parties  de  ce  côté  les  fins  éloignées  de  la  per* 
fentiiculaire^  font  les  plus  grandes. 

Soit  rliiE  un  triangle  reflangle,  dont  l’an- 
p;le  d/îE  cft-divile  en  tant  de  parties  égales  - 
_ qu’on  voudra  par  des 
lignes  droites  menées 
du  point  rl  jufques  à 
B IL.  Il  faut  prouver  que 
les  parties  de  d £ les 
plus  éloignées  de  AB  ^ 
feront  les  plus  grandes. 

Sue  la  partie  i?  elî 
us  grande  que  CB, 

Ik  JL  D plus  grande  que  DC. 

Pudique,  mivant  l’hypothefe, l’angle  BAC 
a été  fait  égal  à l’angle  CAD,  l’angle  B AD 
fera  divifë  en  deux  ; & fuivant  ce  qui  a été 
" démontré  t , DC  .CB  w AD . AB.  Or 
‘ AD -p- AB',  donc  DC'-p'  CB. 

' Par  la  même  raifon  fi  l’angle  C AE  eft'di-, 
vifé  en  deux,  que  C AD' fo\t  égal  k D AE', 
alors  ED.  ü C : : A E.  AC-,  & puifque  AE 
P AC:  donc  ED  p DC.  Ainfi  les  parties 
de  BE  les  plus  éloignées  de  AB  feront  les  plus 
grandes.  •, 

Théo- 

• r 

f Ir.  t.  II.  Gr  39*  t *7*  + ?•  ^ 
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Theoreme  vil 

De  Jeux  Polv^rtMesr/guliert  infcrits  dant  les  mè'  48 
mes , ou  e»  diff  rens  cercles , celui  qui  a plu^  de 
oètex  a UH  plus  ffrand  apothème  ^ à raifo»  de  foH- 
circuit. 

Soient  deux  Polygones  & 2’.  Je  fuppofe 
que '''a  deux  foisplusde  cîtez que/T;qu’ainfi  . , 
il  BC  eft  une  corde  de  20  degrez , o //  fera 
de  fo;  c’elt-à-dire,  que  fi  2 a 18  côtez,  T 
cnaura3<5.  .... 


AD  efl:  l’apothême  de  2 *,  & /L  l’apothé^^ 
tne  de  T.  On  fuppofe  Tangle  BAC  double  de. 
CFH’  amfi  DAc  eft  égal  à GFH.  Ayant  donc 
partagé  également  en  deux  l’angle  l’an- 
gle ÙAE  fera  égal  à DFH.  ' 

Ces  deux  triangles  LFH  & DAE  fon«  teft- 
angles,  & ont  les  angles  JL/'//,  EAD  égaux; 
ifs  font  donc  équiangles  •»,  & femblables 
ainfî  L10LF\  : DE.  uA  Le  Polygone  T 
eft  de  35  côtez  ; ainfî  f2  LH  eft  fon  circuit. 
Je  multiplie  par  le  même  nombre  DE.  Si 
DE  étoit  la  quatrième  partie  dé  BC,  alors 
fi-DE  feroient  juftement  le  circuit  du  Poly- 
gone Z y qui  a I8  côtez,  & contient  18  fois 

BC; 

aL.i. *1.144.  b!^a.)i.to.  cfuf.i^t.  ifup.n.im> 
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B C ; mais  par  le  .Lemme  précédent,  D JB  efl 
plus  petit  que  i-  C , partant  moindre  que  la 
' quatrième 'partie  de  üc  ; 72  DL  feront  donc 
moindres  que  le  circuit  de  / , que  je  nomme 
w;  partant  72  L>  £ auront  moindre  raifon  à 
/>->,  que  non  pas  w,  qui  dl  plus  grand.*. 
Mais  comme  il  vient  d’être  démontré , t.  H. 
Lva\  üA  , aulli  t 72  LH.  Lt’.i  72  DE. 
D partant  72  Lu  auront  moindre  raifon 
à l’apothème  z./’,'que  le  dit  m,  circui^du 
Pojygone  Z k' OA  fon  apothème  ; ce  qu’il  fal- 
loit  prouver. 

La  pr  Cl- dente  démonJïratioH  bien  entendue  ^ 
fe  peut  jppltquer  g neralement  à tous  autres  Po^ 
lygones  non  feulement  en  raifon  multiple  des  co- 
tez, , mats  auffi  en  quelque  proportion  que  ce  foity 
comme  de  a . ou  tel.e  autre  qu'm  voudra ^ 
laquelle  ne  peut  jamais  être  que  de  nombre  à nom- 
bre ; ainjt  au-heu  que  dans  l'exemple  propofé  l'an- 
gle DAC  eji  double  de  DAÈ,  U ferait  ici 
comme  13  on  pourra  le  fuppofer  être  di- 

vtfé  en  13  parues  égales ,,  dont  l'angle  D AE 
contient  S : igf  par  le  mime  L emme  les  cinq  por- 
tions de  ta  partie  DE  flus  près  de  la  perpendicu- 
laire D A , feront  toujours  à proportion  plus  pe- 
tites,, que  les  de  la  ligne  D C ; ^ ainfi  i6  fois 
D E feront  toujostrs  moindres , que  dix  fois  D G 
qui  font  les  circuits  des  Polygones^  dont  le  nom- 
bre des  cotez,  eft  5",  IJE^  DG  rP étant 

chacune  qu'une  moitié  de  leurs  cotez  ; ÿ partant 
i.  on  conclura  toujours  , co  nme  ci- devant , ce  qui  a 
été  propofé.  * '* 

Corollaire  I.  . 


49 


De  deux  Pohgones  de  même  circuit , l' apothè- 
me de  celui  qut  a plus  de  cotez  ejl  plus  grand. 

' . Soient 

* L.i,n,9i,  t L.'j.  n.  Î+, 
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Soient  deux  Polygones  2 & T,  qui  ont  un 
même  circuit  n. . L’apothême  de  Z qui  a moins 
decôtez  foit^,  celui  de  2’qui  en  a plus  foit'  <L 
Par  le  préfent  Theorême  b eft  plus  petit,  au 
regard  de  »« , que  d au  regard  de  «7  ; ce  qu’il 
falloir  prouver. 

Corollaire  II. 

Uh  cercle  d’un  même  circuit  qu'un  Polygone , 5® 
4 fon  rayon  plus  grand  que  l'apothème  de  ce  Po~ 
lygone. 

Un  cercle  eft  un  Polygone  d’une  infinité  de 
,côtez , qui  a pour  apothème  fon  rayon  ; qui  eft 
ainfi  plus  grand  que  l’apothême  d’aucun  autre 
Polygone , félon  le  Corollaire  précédent.  ■ 


S E C T I O N IV. 

Des  Raifons  & des  Proportions  des  - 
Surfaces. 

Theoreme  I. 

EU  tout  parallelogramme\  les  parallelogram- 
mes'adjacens  ^ ou  qui  font  autour  du  diame-  '■ 
tre , font  femblables  entre  eux  , isf  <»«  parallélo- 
gramme entier.  Eucl-  VI.  Prop.  24.  ^ 

' Soit  d B C D un  parallélogramme , 'dont  le  - 
diamètre  eft  /IC , autour  duquel  foîent  deux 
autres  parallélogrammes  y1  G F K &.  CE  F H. 

' 1°.  Chacun  d’eux  a un  angle  commun  avec 
AB  C D.  Les  angles  oppofez  dans  les  paral- 
lélogrammes font  égaux  ♦ : Donc  G AK  = ECH 
:zzHFEj  & K/IGxs  KFG.  Ainfi  ces  trois  pa- 
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ralldogrammei  ayant  deux  j,  A 

nie  leurs  angles  égaux  , les 
autres  le  font  auflî  ; car  leurs .] 
côtez  étant  parallèles , ils 
font  les  mêmes  angles  •. 

Les  triangles  .B  , 
t'EC  font  donc  équiangles, 
par  conl'équent  femblables*», 
comme  aufli  4DC^  Ah.t\ 

F UC',  donc  c //(/.  GF'.'.  AB.  BC  ^ & AG. 
Al'.:  A Li . AC  AF.  AK  ::  AC  A D. 
De  même  /iK.  AGi  : AD  AB.  Donc  AKFG 
& ziBCD  font  lêmblables.  De  mênw  Ct.FH, 
êc  ABCu  font  femblables  J.  . 

T H E O R E M E II. 

5^  Si  éCun  parallélogramme  on  retranche  un  pa^ 
rallela^ramnte  fentbiable  , jemblablement  pofé  ait 
totd.^  ayant  un  angle  commun  avec  lui  te 
paruilelogramme  retranché  fera  à F entour  du  diéf 
métré  du  parallélogramme  roto/.'Eucl.  VI.Prop.s5. 

Soit  du  parallélogramme  ABCD  retranché 
' le  parallélogramme  AGh'E  ; ils  font  fembla- 
bles, ont  l’angle  EAG  commun.. . Il  faut^ 

• prouver  que  leurs  diamè- 
tres font  dans  la  même  li- 
ne. Si  on  le  nie , & qu’on^ 
ifequele  diamètre  AliC  e 

coupe  LFz\x  point  /f;  je 

- mene  H I , parallèle  à 
AE.  -I  .es  parallélogram- 
mes El  5c  D B font  fem-  I 
blables  •.  Donc  EH'  ■■  . . • 

: ; AD,  DC:  : AE.  EfC  Donc  FH-=zEFt. 

/ AinS 

* ‘ » ^ 

: a t 2. *.,ï7.  S.  cfnPM.iru  SU 
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Ainfi  la  partie  eft  égale  à fon  tout;  cequieû 
ablurde. 

, Theoreme  III. 


Lorf qu'une  lijrne  eH  coup/e  en  moyenne  Çj*  tfjf- 
tr^me  raifon,  le  rcÜanxle  de  la  toute  ty  de  la  pe- 
tite partie  efl  égai  au  quarri  de  la  médiane. 


Soit  la  ligne  AB  coupée ‘en  moyenne  & ex- 
trême raifon.  La  médiane  Ç&.AD.  Donc 
AB.  AD:  : AD  Z)  j ,-r 


ou  AB  AD  BD. 


D 


B 
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Donc  AuszABxDB*\  ce  qu’il  falloit 
.prouver. 


Corollaire. 

Couper  une  lima  droite  de  telle  forte,  que  le  54 
rediangle  de  la  toute  de  i' une  de  fes  partie!, 
fait  égal  au  quarré  -de  l'autre.  Kuclid.  II. 
Prop.  II. 

Il  ne  s’agit  que  de  couper  la  ligne  donnée 
en  moyenne  & extrême  raifon,- ainfi  qu’il  a 
été  enlèigné  f.  Le  redtangle  de  4a  toute  & ’ 
de  la  petite  partie,  eft  égal  au  quarré  de  la  ' 
médiane , lelon  ce  Théorème. 

• * • T H E 6 R.E  M E I V'. 

5»  dans  un  cercle  deux  lignes  droites  fe  coupent, 
le  re£t mile  compris  d^  deux  parties  dr  l'une  , eji 
égal  au  reâangle  compris  des  deux  pat  ties  de  l'an- 
tre. Eucl.  III.  Prop.  3j.  _ ' 

’ ’ - • V * 

. Les  deux  cordes  BD.  & -CE  du  cercle  X 

' fe  . 

nl.3-ti-S7’  ..  . • 
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fe  coupent  au  point  A. 

Il  faut  prouver  que  B A 
X D A =iC  A -x.  EA.  On 
a prouvé  • que  B A.  AE 
: : AC.  AD.  Donc  B A 
y.  A D y produit  des  ex- 
^trêmes  , =z  A E x A C 
' produit  des  moyennes  •>; 
ce  qu’il  falloic ’*  démon- 
trer. 

•THEOREME  V.‘ 

Si  d* UH  point  pris  à diferetio»  hors  du  cercle^ 
on  tire  deux  lignes  droites , dont  Pune  le  touch* 
y Vautre  le  coupe  ^ ^ v.'ife  terminer  à fa  cir- 
conférence concave , le  reélangle  compris  de  toute 
la  coupante  csf  de  la  partie  hors  du  cercle , fera 
égal  au  quarré  de  la  touchante.  Euclid.  111. 
rrop.  3(5.  - ' 

De  C , un  point  hors 
le  cercle  , foient  menéesA 
deux  lignes  droites , CB , 
qui  touche  le  cercle,. & 

, CA  qui  le  coupe.  Il  faut 
prouver  que  ÂC  x CD  = 

2 

BC  . On  a démontré  «= 

.que -H-  AC.  BC.  DCx  Done  yfCxC£>  = BC 
ce  qu’il  faloit  prouver.  ' • 

COROLÉ-.YI  « E I. 

Si  d un  point  pris  à difcfktion  hors  d'un  cercle ^ 
on  mene  tant  de  lignes  droites  que  Von  voudra . 
qui  coupent  le  cercle  y qui  aillent  fe  terminer  a 
Jd  circonférence  concave  ; le  reélangle  compris 

d'une 

b £,  i.n.5f.  ^ c ]}.  h,\%n.sjx 
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d'-HMe  de  ces  coupantes  telle  que.  l'o»  voudra , ^ 
de  fa  partie  hors  du  cercle , fera  égal  au  reSian- 
gle  compris  de  telle  autre  coupante  que  l'on  vou- 
dra , ^ de  fa  partie  hors  du  cercle. 

■ Car  chacun  de  ces  reftangles  eft  égal  au 
quarré  de  la  couchante , qui  feroit  mené  de 
ce  même  point. 

Corollaire  II. 


Si  d'un  point  pris  à difcretion  hors  d'un  cercle.,  ~ 
on  rnene  deux  lignes  droites  qui  le  tShcbent,  et-  ^ 
les  feront  égales  entre  elles. 

Car  le  quarré  de  chacune  de  ces  tangentes  efl 
égal  au  reétangle  d’une  coupante  & de  fa  partie  ' 
hors  du  cercle;  & ain(i  chacun  de  ces  quarrez 
efl:  égal  à l’autre  : d’oii  il  fuit  que  les  lignes  qui 
en  font  Icscôtez,  font  égales. 

TheoremeVI. 


Si  d'un  point  pris  à difcretion  hors  d’un  cercle, 
on  mine  deux  lignes  droites,  dont  l'une  coupe  le 
cercle  ^ vafe  terminer  à fa  circonférence  conca- 
ve l'autre  atteint  le  cercle  ; ^ que  le  reéian- 
gle  compris  de  toute  la  coupante  y de  la  partie 
hors  du  cercle  fait  égal  au  quarré  de  celte  qui  at- 
teint le-  cercle , celle-ci  touchera  le  cercle.  Eucl. 
III.  Prop.  37. 

Soit  la  même  figure  que  ci-defTus.  Puifque  le 
quarré  de  cette  ligne  qui  atteint  le  cercle,  efl 
égal  au  reétangle  AC  x DC,  elle  fera  égale-à  la 
tangente  fîC,  dont  le  quarré  eft  égal  à ce  reélan- 
gle;ce  ne  peut  doncpas  être  une  ligne  differen- 
te , elle  efl:  donc  tangente:  ce  qu’il  falloir  prou- 
ver. 


■ ^ T H E O R E M E VII. 

Si  d'un  point  d-om  la  circonférence  d'un  cercle  ^ 
on  mene  deux  lignes  à la  circonférence  concave , °° 
y par  des  points  également  éloignez,  du  peint 

K , \ ‘^don- 


/ 
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^ donné , on  mette  une  troifieme  éfut  coupe  les 

deux  lignes  ; le  reélan^le  fait  de  l'une  ^ de  fa 
partie  comprife  entre  le  point  donné  y la  troifie- 
me ligne , efi  égal  au  reitangle  fait  de  r autre  li- 
gne ^ de  fa  partie , comprife  de  même  entre  le 
point  donné  ^ la  troifieme  ligne. 

Soit  K un  point  dans  la  j- 

circonférence  du  cercle, 

. d’oii  foient  menées  les  li-  r/^/\^ 
gnes  iCF(Sc  iCG,  & parles  T 7 V \ 
points  E &L  D également  ( / \ | 

éloignez  de  if , la  ligne  \ / \ / * 

ED.  Il  faut  prouver  que  \/  \L 

KFx  KB  = KGxKC. 

Les  deux  ligneà  BC  &H?Ibntantiparalleles; 
car  l’angle  KBC  a pour  fa  mefure  la  moitié  de 
l’arc  EFy  plus  celle  de  KD  ou  de  fon  égale  KE». 
Or  la  moitié  de  XFeftaulTi  la  mefure  de 
donc  X6C  = KG  F.  Par  le  même  raifonnement 
KGB  = KFG.  Ainfi , félon  la  Définition  des 
antiparallelès  <^,FG  & BC  font  antiparalleles. 
Donc  A/’.  KC:  : KG.  KB  à.  Donc  KFxKB 
— KG  X KC*y  ce  qu’il  falloit  prouver. 

Corollaire. 

I.cs  mêmes  chofcs  que  deOus  étant  pofées,  il 
' s’enfuit  non- feulement  que  fi  du  point  K on  tire 

des  lignes  à l’infini , terminées  à la  circonféren- 
ce concave , & coupées  par  la  droite  ED  com- 
me KFom  KG,  tousjes  reftangles  qui  en  fe- 
ront faits  en  la  maniéré  ci-defTus,  feront  égaux 
entre  eux,  puifque  prenant  ces  lignes  deux  à 
deux , ils  feront  chacun  égaux  au  reélangle  FK 
X KB  ; mais  encore,  que  fi  du  point  K on  tire  la 
.droite  KE,  le  quarré  de  ladite  KE  fera  égal  à 
, cha- 

t £.  s.  K.  J*,  k L.  Z.  H.  }».  cy«f.  «.  I». 
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«hacun  de  cesdits  redlangles; 
car  ayant  tiré  la  droite  £F, 
il  le  formera  toujoj^rs  deux 
triangles  femblables  tels  que 
FKE,  EK  B dont  Vingle  K 
fera  commun  , & les  deux 
autres  angles  auffi  égaux  ; fa- 
voir  BFK  à üi:  B , Fl  K 
k F B K chacun  étant  appuyé  fur  égales  cir- 
conférences du  cercle , ainli  ils  auront  leurs  cô- 
tez  homologues  proportionnels  <>;  & partant 
FK..KE::  KE.  KB:  donc  le  reélangle  F K 
y.  K B égal  au  quarré  do  K Et  il  s’enfuit 
auflî,  quefila  ligne  /^Z>efl:  un  diamètre  du  cer- 
cle, la  ligne  KE  fera  le  côté  du  quarré  infcrit 
dans  le  cercle  d,  auquel  chacun  des  reélangles 
faits  defdites  lignes  tels  que  FK  x KB  ou  au- 
tres , feront  égaux. 

THEOREME  VI  IL 

Si  Bon  infcrit  un  quadrilatère  dans  un  cercle , 

4e  reSiangle  fait  des  diagonales  efi  égal  a la  fom" 
me  des  re^ angles  faits  des  cotez  «ppafez. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD , dont  les  diago- 
nales font  âC  à.  B D,  Il  faut  prouver  A C 
X BD  BC  X AD  -f  AB  x DC,  Soit  menée 
BE,en  forte  que  l’angle  ABE  foit  égal  à CB  D, 

& qu’ayant  retranché  l’une  & l’autre  de  l’an- 
gloABC,  les  reftans  CBE  & ABD  foient  égaux;  . 
ainfi  comme  les  angles  ADB  & AC  B appuyez 
fur  le  même  arc  lont  égaux  « , les  triangles 
BD  A & BCE  font  équiangles  1,  & fembla- 
bles 8.  Donc  BD.  AD  : : BC.  CE  ; ainfi  le 

K 2 reft- 

• Z.  t,  N.  43.  b d»p.  M.  la.  C L.  3.  %,  St. 

4 L.  Z.  «.124,  e L.  2.  M.40.  f a.n< 
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ThE'Oreme  IX. 


6^  St  on  coupe  le  diamètre  d'un  cercle  , en  forte 
'qu'une  partie  fait  quadruple  de  l'autre  , que  fur 

ce  point  de  divijion  on  eleve  ure  perpendiculaire 
terminée  à la  circonférence  ; je  dis  que  le  qtiarré 
de  U corde  menée  de  l'extrémité  de  ce  diamètre  à 
l'extrémité  de  la  perpendiculaire , ef  égal  à cinq 
fois  celui  de  la  petite  partie  de  ce  diamètre , dont 
celui  de  la.  perpendiculaire  ejl  le  quadruple. 

Soit  le  diamètre  M N du  cercle  X partagé 
en  /? , en  forteque/^jV=  4/^^!'/.  Si  l’on  élevé 
la  perpendiculaire  ÀB  & qu’on  mène  les  cor* 
des  MB,  formant  le  triangle  reftangle 

MNB  <*  ; je  dis  que  MB  = • Soit  AM 

- ‘ ’ ~a  : 

zL.i.n  fS.  cL.i.n.ij.  4L.  a. «.44* 
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£=:  4 : donc , félon  la  fup- 
ofition  , MN  •=■  sa. 
o\t  M B =1  b donc 
■4^5  4.  4 » , partant 

W = 5 44 1».  Soit  main- 
tenant B A z=:  d\  ain(i 
4f4.4f.  44=,  Donc  par 
la' même  raifon  444 
= dd.  C’eft  ce  qu’il  falfoit  prouver,  v 

Corollaire  I. 

'Le  diamètre  MN  e'tant  partagé  en  tant  de  par  54 
lies  que  Ion  voudra , le  quarré  4^  M B fera  égal 
a autant  de  fois  celui  de  chacune  de  fes  parties  , 
qu'il  y a dé  parties. 

Si , comme  ci-deffus  $3’  même  figure  , MAT  eft  ' 
divifé  au  point  A , de  force  que  AM  foit  la 
cinquième  partie  de  :>/ N , ou  telle  autre  qu’on 
voudra , on  aura  toujours  -4-  MA.  MB.  MN, 
ou -4-  ^a.  MB.  4;  donc  aulTî  le  quarré  de 
MB  eft  égal  544', 

, Corollaire  II. 

Le  quarré  de  BA  efl  égal  à autant  de  fois  le  (jj 
quarré  de  chacune  de  fcs  parties , qu'il  y a dépar- 
ties moins  une. 

Car  fuppofant  toujours  la  même 
dîvilion , ou  autre  à volonté , on  aura  de  même 
cette  proportion  44  AM  B A.  AN,  ou  4f  4. 

B A.  44^:  donc  444  ou  yaa  — aa  eft  égal  au 
quarré  de  AB  b.  Ce  qu’il  falloir  prouver,  que 
le  quarré  de  B eft  égal  à autant  de  fois  le 
quarré  de  chacune  des  parties , qu’il  y a de 
parties  moins^une.  '* 

K 3 Théo-  ' 

ifuf.n.it.  h L.^.n.s^,  cfup.n.il.  À.fup.n,it,~ 

t L.i.n.sj.  {L.  ].  «.17.  . , 
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Theoreme  X. 

“St  une  li^ne  ejl  coudée  eu  moyenne  ^ extr-m^ 
raifon  ; jt  dis  ejne  te  quarré  fait  de  la  gr ande  par- 
tie y jointe  à la  moit  ié  de  la  ligue  7 vaut  cinq  fois  le 
quart c de  cette  moitié.  Eucl.  XllI.  Prop.  I. 

Soit  B 4 divifé  en  moyenne  & extrême  rai- 
fon au  point  C,  & = 2 a,  B Ç = 

donc  Cri  zrzia-b.  11  faut  démontrer  que  le 
quarré  de  a — t-  b Ç qui  ed  a a — H 2ab  — {-  bbj. 
eltégal  yaa.  Otez  aadc  ^ T 

Î)art  & d’autre , il  reliera  “ 
èulement  à prouver  que  2 —^bbcfi  égal  à- 

4 <2  4 

Par  la  fuppofition  2 4.  b:%  b.  24— donc 
bb—p,aa—2ab  f,  & ajoutant  depart& d’au-. 
tre  24^,  viendra  bb-^  24^  = 444  1;  ce  qu’il 
teftoit  à prouver.  Ainfi  remettant  4 4 de  part  & 
d’autre  qu’on  avoit  premièrement  ôté,  viendra 
44  -4-  é />  — H 2 4 ^ = y 44  ; cequ’il  falloit  dé- 
montrer. 


Theoreme  XI. 

^7  Deux  lignes  droites  coupées  en  moyenne^ ex“ 
trême  raifon^  font  femblaolement  coupées.  -Ëucl. 
XIV.  Prop.  8. 

Soient  ces  deux  lignes  Z ^ X coupées  en< 
movenne  & extrême  raifon  aux  points  C & (?.. 
Ainfi  Z.  AC‘.'.  AC. 

CB,&.X.EG::  EG.  ^ 

GF.  Soit  ACs=a,&.A 
CBt=c,  6cEG=mf 
&.GFTZH.  Il  faut  dé- ^ 
montrer  que  AC.  CB 
: : B G.  G F,  ou  que 
4t.  e:’.  tn.  ».  Comme  le  quarré  de  la  moitié 

de 

♦ /•/.»,  34.  t.  t,  Z^3.«.<. 


Digi’i 


GoogI 


^.  L,  i.n.t. 


Li'ûre  IV.  SeSlion  IV.  223' 

de  Z jointe  avec  <*eft  égal  à cinq,  fois  le  qüar- 
ré  de  la  moitié  de  « ; de  même  celui  de  la  moi? 
tié  de  \ avec  /«,  efl:  égal  à cinq  fois  celui  de 
i X.  Ainfi  ces  quarrcz  étant  proportionnels,- 
leurs  côtez  le  feront  aufli*,  puifqu’ils  font  en 
raifons  fousdoublées.  Partant  -•  Z -h-  <?.  i Z 
: : J A —h»*,  i • ; & en  divifant  faj/::  m. 

% A,  & doublant  les  con'équens  & changeant  4. 

Z.  a::  X.m\  mais  par  la  fuppofition  -H-  Z. 
a.  c.  & -H-  A.  »*.  »:  donc  ces  deux  lignes  font  - 
coupées  proportionnellement  4 ; ce  qu’il  fal- 
loit  démontrer. 

Theo*.eme  XII. 

Une  ligue  ayant  été  coupée  en  deux  parties 
inégales , Jt  le  quintuple  du  quarré  de  la  moitié  . 
ejl  égal  au  .quarré  fait  de  cette  moitié  joint  la  plus 
grande  partie , cette  ligne  fe  trouvera  coupée  en 
moyenne  extrême  ratfon  ydont  cette  partie  fera- 
la  médiane.  Eucl.  XIIL  Prop.  2.  • . 

Soit  AB  une  li^ne  coupée  en  C , en  deux  par- 
ties inégales.  Soit  AB  =22  a y & ainfî 

C B=z2a—l>.  Il  faut  démontrer  que  fi  cinq 
fois  le  quarré  de  a y moitié 

de  AB  y cft  égal  au  quarré  f t 1 ' 

fait  de /»— -c’eft-à-dire,  A * C jj- 
au  quarré  de  la  moitié  « avec 
if’y  ce  que  j’exprime  ainfi  y aa  :=s  aa  2ai 
'■^bb  ; la  ligne aura  été  divifée  en  moyen-- 
ne  & extrême  raifon  y Sl  A c ou  b en  fera  la 
plus  grande  partie.  Pour  le  prouver  il  faut 
montrer , que  fi  AB  efl: ainfi  divifée , y a azzaa- 
2ab — \-bb. 

Suppofons  donc  que -^2 a. b.  2«— ^;donc 
^aa-~~2ab=tbb'y  & ajoutant  de  part  & d’au- 

K 4 tre 
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tre  -f  2 ^ , on  aura  4 o = 2 « f-\-  b b *.  Ajou- 
tant encore  de  part  & d’autre  aa^\\  vient  ^ a* 
^aa-{-  iab-r  bb\  ce  qu’il  falloic  prouver. 

T HEOREME  XIIL 
€9  Si  une  li^ne  droite  efl'  coupe'e  en  moymne  ^ 
extrême  raijony  le  quarré  fait  de  la  plus  petite 
avec  la  moitié  de  la  plus  grande  ^ efl  quintuple 
du  quarré  de  la  moitié  de  la  plus  grande  partie. 
Eucl.  XIII.  Prop.  3.  , ^ 

Soit  /^fîuneligne  coupée  en  moyenne  ^ex- 
trême raifon  au  point  C.  fig.  précéd.  Soit  AC 
= im^ScCB=n.  Donc  = 2 »*-+«.  Il  faut 
démontrer  que  le  quarré  fait  de  la  moitié  de 
la  plus  grande  partie,  avec  fiC  la  plus  petite, 

• c’ell-à-dirc,  fait  de  ?«  — f-  »,  qui  eft»?  zw  -+  2 mn 
— f-  »»,  eft  quintuple  de  celui  de  la  moitié  de 
AC , c’eft-à-dire , de  ?« , lequel  eft  »*  »;.  Selon  la 
fuppofition -H- 2 >« -f  »,  2 »î.  « : donc  2»i»— h»» 
=4  »j  »*  t ; ajoutant  ?»  »*  de  part  & d’autre , on 
aura  m m -+•  2 ?»  « — h nn'=^  y mm  \ ce  qu’il  fal- 
loir démontrer.  . 

THEOREME  XIV. 

•jQ  Si  une  ligne  droite  efl  coupée  en  moyenne  ^ ex^ 
trime  raifon,  le  quarré  de  la  toute  celui  de  la 
plus,  petite  partie  joints  enfemble  , font  triples  du 
quarré  de  la  plus  grande  partie.  Eiicl.  XIII.' 
Prop.  4. 

Soit  AB  coupée  en  moyenne  & extrême  rai- 
fon au  point  C .fig.  préc/d.  Soit  AB  =Z  y &.  AC 
r=.d,  dc  BC  — e.  lJonc4rZ.,<z.  e.  Il  faut  dé- 

. montrer  que  Z Z -+ee— 2 a a.  ' 

I«».  Z Z = -f  2 -h  ee  t-  Ainfi  il  faut  dé- 

' montrerque<* «— h 2«f— P2f 

I 2®* 

*lui.n.ss>  \ 

* 
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Z9.  de —\-ee  6c  Z e s:  aa^  par  la 

fuppofition.  Ainfi  ae^eeT^zaa.  ''On  peut 
' donc  dans  l’Equation  éprouver,  fuliftituer,  au 
lieu  de  2<î  — f 2 leur  valeur  égale 2 , Ifc 
viendra  a a — 2 4 <*  = 3 ; ce  qu’il  fallu  it 

prouver. 

TkeoremeXV. 

Les  irii!ng;tes  parallélogrammes  fembUbles  ^ 71 
fini  entre  eux  en  raifon  doublée  de  leftrs  cotez  de 
même  raifon.  Eucl.  VI.  Prop.  19. 

’ Soient  ABD  ^ EFG  deux  triangles  fembla- 
bles.  Soient  abaiflees  les  perpendiculaires  ■ ' 
& G’/y-,Ies  triangles  £G//&  Zi /Refont  fembla- 
blés  étant  redlangles  ,&  l’angle  B étant  égal  à 
l’angle  E ; donc  BC.  AC  : : EH.  GH  c. 

I G-  K 

N A Pt 

ffl  '■ 

B C Tï 

Les  deux  triangles  DAC  SiFGH  étant  auflî 
femblables  : donc  pareillement  CD.yfC:  : FH, 

G /Z;  ainfi  BC-^Cü.  AC  ::  EH  H F. 

GHà.  SoitAC=b&i  BD  = d^  GH=m&. 

E F n\  ainfi  b.  d\\  rn:  n\  alternan  Jo , b. 

m::  d.  »*.  LafurfacedcyZflZ)eIllamoitiéde 
(SccelledeGEAellla  moitié  de  w*»;mais 
la  raifon  de  à w»  » eft  compofée  des  deux' 
raifons  de  b k m , & de  à » s.  Or  ces  deux  rai- 
fons  font  les  mêmes:  donc^  félon  la  Défini- 

K 5 tion 

iL.  ).«.  19.  b£.  J.  H.  97.  e fup.n.  io.  d Z/.  3.11(1. 

eZ..l.«.4^  f L. z.R.x3(.  gL.3,11.77.  ^ 
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tion  delà  raifon  doublée*',  la  raifon  de 
iw  » eft  doublée. 

Soient  deux  parallélogrammes  BD  M N Sc 
EE  Kl  femblables , par  les  mêmes  raifonne- 
mcns  on  prouvera  que  b.d'.'.  m.  : : d. 

» ^ efl;  la  furface  de  ü M N ^ celle 
, de  EF  Kl.  La  raifon  bd  kmn  eftcompo- 
fée  des  deux  raifons  de  ^ à »*  & de^  à ».  Ces 
deux  raifons  font  égales;  cette  raifon  com- 
pofce  ell  donc  doublée. 

L E M M E. 

72  Les  figures  polygones  fem'lubles  peuvent  cba-- 
cune  être  divifées  en  égale  quantité  de  triangles- 
, femblables^  chacun  au  Jien, 

Soient  deux  figures  femblables  A BC  DE,. 
FGHIKi  je  dis  qu’elles  peuvent  être  divi- 
fées en  une  égale  quantité  de  triangles  cha- 
cun femblable  à celui  qui  lui  répond.  Car  1°. 
puifque  les  figures  font  femblables , elles  au- 
ront un  égal  nombre  de  côtez , & les  angles 
qu’ils  comprendront  feront  égaux  par  la  Dé- 
nnition  f ; ainfi  d’un  des  angles  égaux , com- 
' me  de  L & if,  on  peut  mener  des  lignes  aux 
autres  angles  qui  divifent  ces  figures  dans  une 
égale  quantité  de  triangles  4-  2°.  Tous  les 
triangles  d’une  figure  feront  femblables  à ceux 
de  l’autre,  chacun  à celui  qui  lui  répond; 
ainfi  le  triangle  dBE  fera  femblable  au  trian- 
gle FGK, qui  lui  répond:  car  par  la  fuppofi-- 
tion  l’angle  E/iB=:KFG:&:\e5  côtez  qui  les 
comprennent  font  proportionnels,  c’efl-à-dire, 
que  EA.  AB  : : KF.  FG\  & partant  ces  deux 
triangles  font  femblables  f.  Il  en  fera  de  mê- 
me  des  autres  triangles,  dont  les  angles  com- 
pris 

»-Z,.  3.8.71.  4L.a.«.xi2. 
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pris  par  les  côtez  homologues  font  égaux 
foit  qu’ils  foienc  formez  par  les  côtez  des  fi--  .. 
gures,  ou  qu’ils  foient  leurs  réfidus  en  ayant 
ôté  les  égaux  qui  les  touchent  aux  points  E - 
&.Ky  tels  que  fî£C  & G£//.  Donc,&c.ce‘ 
qu’il  falloir  prouver.  ' , , 

THEOREME  XVI. 

T'ont  es  les  figures  refiiligne's  femhlables , fotft  7Ü» 
entre  elles  comme  Us  quarrez.  de  leurs  côtez  ha- 
mohgues. 

Suppofant  les  mêmes  chofes  & la  même  figu-*- 
redu  Lemme  précédent,  i*.  chacune  de  ces  fi-* 
gures  fe  peut  divifer  en  un  égal  nombre  de  : \ 
triangles  femblablcs  entre  eux , chacun  au  fien,  > 
par  le  précédent  I-emmc.  a».  Ghacun  deS' 
triangles  d’une  figure  fera  à chacun  autre  de’ 
l’autre  figure  qui  lui  répond,  en  raifon  doublée ^ 
de  chaques côtez' homologues , parle Théorê-- 
me  précédent  * , c’eft-à-dire , en  raifort  dou-- 
blée  de  AK  à o\xAB  à /G;  mais  le  quar-- 
rc  de  A E eft  à celui  de  P K , en  raifon  dou-- 
blée  de  Av,  à EK  f : & il  en  eft  de  même  dé' 
tous  les  autres  triangles  -qui  compofent  ces- 
deux  figures,  dont  à caufede  leur  fimilitude-' 
tous  les  epeez  gardent  la  même^ropordon. 

Partant  comme  -chaque  triangle  de  l’une  eft  àt 

K <5  fôH-4 
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fon  femblable  dans  l’autre,  ainfl  tous  les  trian- 
gles de  l’une  à tous  les  triangles  de  l’autre 
c’eft-à-dire,  la  première  figure  à la  deuxieme, 
comme  le  auarré  du  côté  AE  à celui  de  //C  r 
Et  il  en  elt  de  même,  de  tout,  autre  qu’on 
voudra  choifir.  Donc , &c„  ce  qu’il  falloit 
conclure. 

COROLLA  IRE. 

74  Si  quatre  lij^ttes  font  froportiorinelUs , les  figu- 
res femblables  décrites  fur  ces  lignes  font  propor- 
tionnelles: y fi  ces  figures  femblables  font  propor- 
tionnelles , ces  quatre  lignes  font  proportionnelles^ 
Eucl.  VI.  Prop.  22. 

Soient  quatre  lignes  proportionnelles  a,b\'. 
€.  </,  lur  lefquelles  loient  décrites  quatre  figures 
femblables  //',  A",  Z par  le  Théorème  précé- 
dent Xi  : aa.  bb.QC  T Z : : cc.  dd.  Mais 
aa.  bh:  c c.  dd  f.  Donc  y.  X:  : T.  Z 
Et  fi  cela  eft , a.  b::  c.  d.  Gar  les  raifons 
doublées  égales  font  compofées  de  raifons 
égales;  ainli  li  aa.  bb’.  : c c.  ddy  il  faut  que 
4.  b:\  c.  d. 

. Theoreme  XVII. 

75  Les  triangles  les  parallélogrammes  de  mê- 
me hauteur  I font  entre  eux  en  même  raifon  que 

le  Ut  s bafes. 

• *" 

Soient  Z & V,  ou  deux’ triangles  ou  deux 
parallélogrammes , ayant  la  même  hauteur  que 
je  nomme  a ; la  bafe  de  2 eft  ^,  & celle  de  X 
elt  d.  La  furfàce  de  2 eft  <j  ^ , fi  c’eft  un  parallé- 
logramme ; mais  feulement  la  moitié , fi  c’elt  un 
triangle  | ell  aufii  la  furface  de  A';  ou  fi 
c’ell  un  triaflgle,  feulement  la  moitié.  Or  ab,. 
' ad 

^ JL. } . X.  $o.  'f  JL.  3.  H»  $4*  4 L i»  Ï4I»- 
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• d:  : h.  d*.  Donc  Z &.  X font  entre  eux, 
comme  leurs  bafes. 


' PROBLEME  I.'. 


Un  point  étant  donné  dans  un  des  cotez  d'un  "jQ 
triangle,  mener  une  ligne  par  ce  point  qui  le  di- 
vife , félon  une  raifon  donnée. 


Soit  ÀBC  un  triangle  qu’il  faut  partager,  en 
menant  une  ligne  droite  parle  pointé,  félon 
une  raifon  donnée.  Soit  cette  raifon  celle  de. 
BG  à GC,  Si  le  point  D ù.  G étoient  un  mê- 
me point,  il  faudroit 
mener  de  D à une 
ligne  : car  B À D & 

DAC  font  entre  eux 
comme  BD  &:  DC  f-. 

Ainfi  ce  qu’on  propo- 
fe  feroit  fait.  Si  G & _ 

D font  deux  dilFerensB 


points,  je  m^e  GH  parallèlement  à yf  D.& 
de  Z>à  //,  oü  cette  parallèle  coupe  y^C,une 
autre  ligne,  favoir  DHfû  faut  prouver  qu’el- 
le'partage  le  triangle  , félon  la  raifon  de 
JBGàGC. 


Les  deux  triangles  B//G  & G AC  font  entre 
eux  comme  B G à G G L II  n’eft  donc  quef- 
tion  que  de  prouver,  que  D11C-=AGC , & 
DBAH-z=.BAG\  ainli  que  Ü HC.  A G C 
::  DBA  H.  BAG.  Les  deux  triangles  GA  léc 
GHD  entre  mêmes  parallèles  fur  la  mêmebafe 
GH  font  égaux  Donc  GHC~+Cüti^  ou 
DUCr^GliC  -^GAH.  on  G AC.  R elle  à 
proflver  que  /iBDHz=ABG\  ce  qui  eft  facir 
le:  car  par  la  même  raifon  qui  vient  d’être 
dite,  le  triangle  ADG  égal  à celui  de 
' K 7 ' 

♦■Z'.  7J,  y/up,n.TS.. 


Z 
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AHD\  ainfî  les  ajoutant  chacun  au  triangle ' 
AB  Dj  on  aura  ABDH:=.ABG'.  & partant 
AB  DH.  DHC\x  AB  G.  ABC.  On  a donc 
fait  ce  qu’il  falloir  faire. 

. PROBLEME  II. 

77  Partager  un  Par alUlo^ramme  félon  une  raifon 
donnée , en- menant  une  ligne  par  un  point  donnée 

• Soit  ABCD  un  parallélogramme.  Il  le  faut 
couper  félon  la  raifon  de  B F krC  y menant 
une  ligne  par  l.  un  point  donné. 

1°.  je  mene  FG  paral- 
lèle kA  B y ou  k.C  D.  Ces 
deux  portions  ABFG& 

C DG  t font  entre  elles , 
comme  ib  /<’  eft  à FC , fé- 
lon le  dernier  Théorè- 
me ». 

<2°.  Je  prcns  C/f  égal  à 
FEy  de  ayant  mené  de  E à H une  ligne  droi- 
te, je  dis'  que  A B EH  Sc  ECDÎ)  font  les 
' portions  que  l’on  cherche  : car  H G /'&  E Fl 
font  deux  triangles  ferablabics  ; puifqu’ils 
font  équiangles  : car  les  angles  au  point  / font 
égaux  *> , & les  autres  angles  font  pareille- 
ment égaux, .étant  alternes  entre  les  parallè- 
les S ainfi  ces  triangles  ayant  les  côtez  EF 
& GH  égaux,  font  entièrement  égaux  <*.  Par- 
tant ABFIH  -f  ABtG  — & ajoutantde 

part  & d’autre  la  valeur  de  liGl  égal  F JE. 
on  aura  ABFIH  H-  lEI  =,  A3FG:  ce  qu’il 
falloir  démontrer.  On  prouvera  de.  la  même 
lasLmereCDHEzzCDGt.  ' 

f' 

" Theo- 
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Théo  RE  ME  XVIII. 

Dans  un  triangle  reSlangle  le  quarre  de  l h\/-  7^ 
pothénufe  ejl  <lgal  aux  quarrez,  des  deux  autres 
(ctez.  Eucl.  I.  Prop.  47. 

Autre  Dimonjlration  que  celle  qu  on  a donnée 
au  Livre  II.  n.  1^2.. 

ABC  eft  un  triangle  reftangle.  L’angle  droit, 
eft  & B C l’hypothénufe. 

Il  faut  prouver  que  BC  =sAB 

AC  \ & d’une  autre  manié- 
ré que  nous  n’avons  fait  *. 

J’abaifle  de  l’angle  droit  //, 
la  perpendiculaire  A D ; que 
je  prolonge.  Selon  ce  qui  a 
été  prouvé  i*,  BC.  B A.  BD: 

donc  A3  =r  BC  x BD ^ ou  BE  x BD  puil-- 
que  BC  = BE , à caufe  du  quarré. 

— X' 

De  même  "H- B C.  AC.  CD:  donc  AC 
= BCy.Cü,o\xCf  xCD  puifque  CF=:  CB. 

— Z.  — Z” 

Or  BC=  BE  X BD-\-CF^CD  donc  BC 

— Iz  — Z 

::iAB  -i-  AC  -,  ce  qu’il  falloit  prouver. 

Corollaire  I. 

Dans  les  triangles reHaniles  .^quelque figure  que  •qg. 
ce  fait  ^ faite  fur  l’hypothenufe  .,cjl  égale  ûux  figu^ 
res  femblables  ^ pofées-  de  la  meme  /nantere  Jur 
les  deux  autres  cotez  Eucl.  VI.  Prop.  31. 

Soient  fur  les  côtez  BD.  DA.  AB  trois  fi- 
gures X.T.  Z femblables,  X foit  fur  l’hypo- 

thé* 

Z. ”•  b A^.mzl.  cL*J.«-î7‘  3*^»***t* 


Digitized  by  Google 


*3^  ^ Siemens  de  Géomeirte.  ' 
thénufe.  Ces- figures  font  encre  elles  comme’ 

BD  ^ Al)  ^ AB  ».  OvBD  = AD  — f-  AB  par 
ce  Thcorême:  donc  A'  = r— f-  Z. 

. Corollaire  II. 

nn  triangle  reihangle  ayant  mené  de  l'aif 
rie  droit  une  perpendiculaire  jur  l'hypotbénHfe 


^es  quarrez- faits  jur  les  deux  autres  cotez  font  en- 
tre eux  comme  les  parties  de  l' hypothénufe. 

Soit  un%iangle  rcftangle,  dont 
cft  l’hypothénufe , fur  laquelle  de  l’angle  droit 
A tombe  la  perpendicu- 
laire/^C.  Il  faut  prouver 
' 2 

q^ue  AD  .AB  : : DC, 

CB,  puifque -^r 
DC  ^ ; Donc  DB  xDC 
— 2 

= DA^.  Par  la.  même 

raifon  D'd.  B A.  BC',  donc  aufli  DBxCB 

'=BA.  Partant  DB  x DC.  DBxBCi:  AD. 

A b\  mais  DB  x DC.  DB  xBC::  DC.  CB<«r 

— a — Z 

ainfî , AD  . AB  : : DC.  CB  ; ce  qu’il'  falloir 
démontrer. 

Theoreme  XIX. 

gl  Les  parallelogram>f2es  qui  ont  un  angle  com- 
mun ou  égal , font  en  raifon  compofée  des  cotez 
qui  le  comprennent.  Eucl.  VI.  Prop.  23. 

L’angle  ABC  eft  égal  à l’angle  GUI  Je  dis- 
que ces  deux  parallélogrammes  font  en  raifon- 
, compofée  de  AB  à GH,  & de  BC  à ///.  Ces 
• parallélogrammes  AB  CE  & GHIK  font  égaux 

aux 

% 'itp.n.'j.i.  Aif.n.zt,  cü.3.«.j7.  d^. 


Di3i-ized  by  Gqogle 


V- 


Livre  IV.  SetHion  IV. 

A 1>  E F G 1. 


4.  1>  E F G Is  _g  . ll 


aux  redlanglcs  B D FC  & HL  MI  chacun  au 
ficn  a,lcfquels  font  en  raifon  compofée  de  BD 
k HL  à.  de  celle  de  BC  kHl  ^ Or  la  raifon 
de  DB  k HL  eft  la  même  que  celle  de  AB  à 
G // , les  deux  triangles  AB  D &.  G HL  étant 
femblables.  Car,.i". ilsfontreâ;angles.2°  Les 
angles  ABC  & GHI  étant  égaux,  ii  on  ôte  les 
angl^  droits  ÜBC  & L///,lesrcftes/#BÜ  & 

G HL  font  égaux;  ainfî  ils  font  équiangles  <=.Et 
^ partant  ils  ont  les  côtez  proportionnels 

Corollaire  I.  '' 

Lorftjue  deux  parallélogrammes  égaux  ont  un  82 
angle  commun  ou  égal  ^ les  chtez,  qui  le  compren- 
nent., jont  en  raifon  réciproque.  Eucl.VI.  Prop.  14» 

Si  les  parallélogrammes  ABCE  & GHIK^ont 
égaux  entre  eux^/ig.  ci-dejfus:]t  disque 
BC.  GH.  Hl  font  en  raifon  réciproque  ; c'éft-à- 
dire,  que  AB.  GH'.  : HL  BC. 

Puilque  BD  x BC  ^HLy.HI.  Donc  •BO, 
HLi:  HL  BC.  Or  puifbue  par  la  fuppofition 
les  angles  ABC  & GHJI  font  égaux;  on  con- 
clura f que  AB.  GH:  .*  BD  , HL  : : HI.  ^ C ; 

& partant  AB.  GH:  ; HI.  BC  8;  ce  qu’il  fal- 
loir démontrer. 

Corollaire  IL 

Si  deux  triangles  ont  une  furfaee  égale  , ^ un  . 
angle  commun  ou  égal les  cotez  qui  comprennent 

cet'  ' 

a L.t.n.iX9.  bL.3.M.77.  cL.i.n.tO.' 
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cet  angle  font  en  raifon  réciproque.  Eucï.  VL 
Prop.  15.  {même  fig.) 

Soient  deux  triangles  /1BC  & GHf  dont  les 
- lurfaces  font  égales,  &les  angles  ABC  & GAI 
égaux.  H faut  démontrer  que  AB.  GH:  ; HI. 
bC.  Ces  triangles  font  moitiez  des  parallélo- 
grammes AB^D  & GHJK  j.dont  on  vient  de^ 
prouver  que  AB  oH : : Hl.  BC;  ce  qu’il  fal- 
loit  prouver. 

PROBLEME  III. 

84  Trouver  un  quarré  égal  à-  un  reélangle  donné.. 

Soit  bd\e  reftangle  donné.  Il  faut  chercher 
une  moyenne  proportionnelle  entre 
Si  c’eit  jf,donc  -4f  b.x.  d.6i  bd=zxx^.  Ainû 
on  a trouvé  un  quarré  égal  à un  reétanglc 
donné. 


«5 


PROBLEME  IV. 

Sur  une  ‘Hgne  droite  donnée  décrire  une  figure 
reéli ligne  fentblable  à une  figure  reélili^e  donnée^ 
Çs’  femblablement  pofée  à la  figure  reailigne  don^ 
née.  Eucl.  VI.  Prop.  28. 

Soit  //B  une  hgne  droite , fur  laquelle  il  faut 

faire- une  figu-  G. „ 

re  femblableau  / 

reailigne  CD  (X  \ X \ 
/■’£  .&  fembla-  \ 

blement  pofée. 

Je  réfous  €£)£/■'  en  deux  triangles , fuivant  que 
le  nombre  de  fes côtez l’exige® fur je  fais 
ABH,  triangle  femblable  au  triangle  CDF^^ 
& fur  AH\q  triangle  A GH  fenÆilable  à C£F, 
& ainfi  de  fuite,  s’il  y a plus  de  triangles.  Ces 
triangles  femblables  ont  leurs  côtez  propor- 

tion- 

bL.î,H,ij.  cL.i.ntiii»  é.L.t.n.97^- 
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r Livre  IF'.  Self  ion  IV.  , 

tionnels  • ; mais  comme  ils  forment  ou  com- 
pofent  ces  deux  figures , elles  auront  donc 
aufli  leurs  angles  égaux,  Scieurs  côtez  homo- 
logues proportionnels.  Ainfî  AB  AG  : : DC. 
Ci  - , Scconféquemment  ces  figures  feront  iem- 
blables  i»;  ce  qu’il  falloit  prouver. 


PROBLEME  V. 

Deux  figures  redfiligues  étant  données , en 
décrtre  une  troijieme  je/nbiahle  à l'une  ü’  égale  à 
l' autre.  Eucl.  VL.  Prop.  25. 


Elémens  de  Qêemetrie. 

à /A  *,  & pat  conféquent  CD.  DG  \ : A,  L% 
mais  aulTi  LD.  DG  i\  CE.  Ü H f.  Et  par  la 
confh-udUon  CE  & DH  = B : donc  CD. 

^ ^ Partant  B =:  L ^ ; ce  qu’il  fal- 

^oit  démontrer. 


Remarquez  que  cette  conjiruélion  fe  feroit  plat 
facilement , Ji  au-lieu  du  Parallélogramme  C E 
indiffèrent  y on  avait  fait  un  Reil angle. 

TheoremeXX. 

^7  Un  quarré  de  meme  circuit  qu’un  parallèle-  ^ 
gramme  reSlangle  ^ efi  plus  grand  que  ce  * aralle- 
logr arnrne  de  la  valeur  du  quarré  de  la  moitié  de 
la  différence  ^ qui  ejl  entre  les  cotez  de  ce  paral- 
lélogramme. 


X cft  un  quarré,  un  parallélogramme 
de  même  circuit.  AC  eft  h Tomme  des  deux 


côtez,  tant  de  X que  de  Z. 
ACy  qui  eft  AB, 
eft  le  côté  du 
quarré  X.  A E 
eft  le  grand  cô- 
té deZ,&£C 
le  petit.  Soit^ 
ABoxxBCrsby  ^ ® 

& fî£  = ^ 5 

qu’on  prenne  ^ * 

BD  =2  a:  donc 


La  moitié  de 


AE  le  grand  côté  de  Z fera  ^ -4- æ,  & le  moin- 
dre EC  ou  AD  fera^  — « ileur  différence  fe- 
ra donc  2«,  le  quarré  X lera  donc  égal  à b h,, 
' & le redlangle  Z égal  au  produit  àeb-\-ay.b  — 

e’eft-à-dire,  kbb  — ab-\-  a b — a aO\lbb  — aa\ 
par  conféquent  la  différence  de  JT  <Sc  de  Z eft 


AL.l.%.^x.  ^L,i.n,su. 


aay 


/ 
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<4,'  quarré  de  la  moitié  de  la  différence  des 
cotez;  ce  qu’il  falloit  prouver. 

THEOREME  XXI. 

. De  deux  Polygones  réguliers  de  même  circuit , 88 
celui  qui  a plus  de  xôtez  a une  plus  grande  fur- 
face. 

Un  polygone  efl  égal  à un  triangle , qui  a 
pour  bafe  fon  circuit,  & pour  hauteur  fon 
apothème  ».  Soient  donc  deux  polygones  de 
même  circuit;  je  nomme  x la  moitié  de  leur 
circuit,  l’apothêrae  de  celui  qui  a plus  de  cô- 
tez  foit  h,  celui  de  l’autre fok  d-,  voila  donc<> 
leur  furface  xl>,  ôc  xd.  Or  xù.  xd::  b.  d^^ 
Çüb7?’d^:  donc  x b fera  plus  grand  que  * d. 

Corollaire. 

De  toutes  les  figures  ifoperimetres , c'eft-k-dire , gj 
de  même  circuit , le  cercle  ejl  la  plus  capable. 

, Car,  1°.  un  quarré  ell  plus  grand  qu’un  pa- 
rallélogramme de  même  circuit  '.  Le  quarré 
eftun  polygone,  & par  conféquent  le  cercle, 
confideré  comme  un  polygone  d’un  nombre 
infini  de  côtez,  a un  plus  grand  apothème  que 
lui , ainfi  une  ^s  grande  furface.  D en  eft  dé 
même  des  autres  polygones. 

T h e o r e m e XXII. 

Les  Polygones  réguliers  ^ femblables font  en  pg 
raifon  doublée  de  celles  de  leurs  cotez..  Eucl.  VI.' 
Prop.  20. 

Soient  & 2 deux  polygones  femblables  ; 
ils  font 'égaux  à deux  triangles  femblables  f; 

& fl  a efl:  la  moitié  du  circuit  de , ^ fon 

apothème,  & <■  la  moitié  du  circuit  de,Z&</ 

fbn 

a L.  i.  n,  X4l.  b L.  z.  n.  us.  e L.  3.n,  54. 
i.  fup.H.^%.  .tJup.n.iT.  fL.z.  fl,  14;.  / 
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fon  apothème,  ah  = Xàic d =:  Z.  Or  «Jeft 
ï,  cd  tn  raifon  doublée  de  celle  <ie  a à-r,  oa 
de  celle  de  ^ à </  * , puifqu’elle  eft  égale  par 
rhypothefe , ces  figures  étant  femblables. 

Corollaire. 

Donc  la  furface  d'un  cercle  eft  à celle  d’un 
mutre  cercle  en  raifon  doublée  de  jon' circuit  ^ ou 
de  fon  diamètre. 

‘ Car  ce  font  deux  polygones  femblables  d’un  ^ 
nombre  infini  de  côtez. 

Theoreme  XXIII. 

' Les  Polygones  réguliers  femblables , font  en-, 
tre  eux  comme  les  quarrez  des  diamètres  des  cer~ 
des  où  ils  font  infcrits.  Eucl.  XII.  Prop.  I. 

' Soient  deux  polygones  Xôc  Z infcrits  dans 
deux  cercles,  il  faut  démontrer  qu’ils  font 
entre  eux  comme  les  quarrez  de  leurs  dia- 
mètres , & GK. 

Puifque  X 
& Z font  po- 
lygones fcm-  ïy 
blables , ils  fe-  j 
ront  l’un  à \ 
l’autre  en  rai-  C 
fon  doublée 
du  côté  À B 

au  côté  GH^  par  le  Théorème  précédent; 
mais  à caufe  de  cette  fimilitude , les  triangles 
ABOi  G H K.  font  auffi  femblables:  cartons 
leurs  angles  font  égaux  étant,  appuyez  fur 
femblables  circonférences  f.  Donc  les  côtez 
homologues  feront  proportionnels  | , & par-  . 
tant  AB.  GH:  : AD.  GK;  ainû  la  raifon  dou- 
blée 

7x.  4= /"/•«•  JO» 


r 
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■ Wée  dejlB  à G J/  fera  la  même  que  la  dou-' 
blée  de  /lu  à Gxi.  Donc  le  Polygone  fera 
.au  Polygone  /^  en  raifbn  doublée  du  diamè- 
tre /ijJ  k GKf  c’eil-à-dire,  comme  le  quar- 
ré  .-lU  au  quarré  de  ce  qu’il  falloit  dé- 
montrer. 


Corollaire. 

Dûfic  pttiffue  Us  Cercles  peuvent  être  pris  93 
pour  des  Po.y^ones , leurs  furfaces  font  entre  elles 
comme  les  qscarrez.de  leurs  diamètres.  Eucl.XII. 
Prop.  2. 

THEOREME  XXIV. 


AB  = BC;  te  Parallélogramme  ABDH  fera  94  ' 
plus  grand  que  le  Reilangle  AF.GK  , ^ que  quel- 
que autre  dont  le  point  G fera  dam  la  diagonale 
DC.  Eucl.  VI.  Prop.  27.  ^ 


J3G  = G£  t : donc fiG— P GC= GE-h-GC 

Æ’eft-à-dire , que  Bd  ' * 

= KE.  Or  B fz=:BI,  — ~ - 

puifque  ÀB  = BC. 

Donc  BF-+  £G,ou_ 

/lG  = BG-j-KE. 

B G -P  A £ cfl:  plus  r j,  r 
petit  que  S£,  ouÂD  ^ 

ion  égal.  Donc  /^G  efl  plus  petit  que  ÂD. 


P R O B L 


E M E 


VI. 


Appliquer  « AB,  ligne  donnée,  un  Par  aile-  ne 
logramme  égtd  à C,  defaillant  dé  un  Parallelo-  * 
gramme  femtslahle  à D. 

C ne  doit  pas  être  plus  grand  qu'un  Parallélo- 
gramme fait  femhlable  à D,b’  appliqué  à la  moi- 

’ plus  grand  que  AF  ose 

EG.  Eucl.  VI.  Prop.  28. 

< - ■ Cou- 

f L.].ff.to.  t -î'i». ». xjï. 
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. Coupez  AB  également  au  point  £,  fur  EB 
faites  le  parallélogramme  EG  femblable  à ce- 
lui D • , lequel  fera  plus  grand  que  C fuivant 
la  requifition  ; que  cet  excès  foit  de  la  figu- 
re / ; foit  fait  le  parallélogramme  NT  égal  à 
/,  & femblable  à Z)  ou  EG  par  le  Problè- 
me foit  menée  la  diagonale  FB , & foit  fait 
FO  =3  KNàc-FQzzz  KT ;■  par  0 & ^ fiaient  me- 
nées les  parallèles  SR&^Z:  le  parallélogram- 
me AP  eil  ce  qu’on  cherche. 

Car,  ces  parallélogrammes  Z),  £G,  0(1, 
KT , Z Ji  font  fcmblables  entre  eux,  &,.EG 
= NT  -f  C =2  0 ^ — r iC  ; par  conféqueht 
C eft  égal  au  gnomon  0 P (J  = AO  — PG 
^ AO  -jr  EP  = AP',  ce  qu’il  falloir  démon- 
trer. 

PROBLEME  VII. 

A AB  ufte  li^tte  droite  donnée , appUtfuer  'un 
pétrallelügramme  égal  àC,  ^i  excede  d'un  pa~ 
rallelogramme  femblable  à D.  Eucl.  VI.  Prop. 

'Soit  coupée  également  AB  en  E-,  fur  EB 
foit  fait£G  femblable  à Z)  enfuiteau  moyen 
des  Problèmes  <•  foit  trouvé  HK  égal  à EG 
, -+•  C & femblable  à Z)  ou  à £ G.  Je  prolon- 
ge FE  FG,  de  forte  que  FL  — II)  & FM 
' = IK.  Je  mene  par  L&.M  les  parallèles  RN, 

Mhi  . 

a tuf.  n.  IJ.  b fuf.  ».  sfi.  e /uf.  ».  *r. 

d L.  a.  ».  tJ9.  &/•/.»,  t(L 
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M N ^ A R \ je  prolonge  AB  Sc  G B ;ie  mè- 
ne le  diamètre  tBNyikANcA  le  paralle- 
logramme  qu’on  cherche. 

Car  ces  quatre  parallélogrammes  *D.  HK^ 
LM.  LG  font  femblables  par  la  conftruclion; 
donc  0 P cft  femblablc  à L Tlf , ou  k D *. 

' De  même  LM—  H K. , par  la  conftrudtion  ; 
ainfi  LM=z  HK  =zEG-+C  : donc  LM=  EG 
-P  C:doncL.V-£G=C.  OvLM~EGcd 
égal  à BM-\-LB  — f PAT,  ou  égal  à PL  — \-AL 
-i+BNi  car  AE^EB  par  l’hypothefe:  donc 
Cr=:BL  H-  AL-+  BN  OU  C — AN\  ce  qu’il 
falloit  démontrer. 


PROBLEME  VIII. 

. A une  figure  reilil'tgne  dunnée  ^ en  trouver  une  çfj 
Mtre  fiemhlable  en  raifi/t  donnée. 

Soit  A une  figure  donnée.  Ou  demande  la 
figure  Xi  à laquelle  la  furface  de  A ait  une 
raifon  donnée,  comme  par  exemple  deyài. 

Ces  figures , fuppofées 
femblables , doivent  être  > 
entre  elles  comme  les  A. 
quarrez  de  leurs  côtez  y— \ 
homologues  f , c’eft-à-  /—A 
dire,  en  raifon  doublée  >£/ 
defdits  côtez  j: , ou  mê- 

L me 


( 


V 


Digitized 


2^z  Elêmens  de  -Géométrie. 

me  de  quelque  autre  ligne,  corde,  oudiamo- 
■ tre  homologue  qui  en  joint  les  angles  comme 
B & C.  Il  faut  donc  pour  cela  , entre  le  dia- 
mètre B & une  autre  ligne  Z>,  à laquelle  ii 
foitcomrrie  y à ’i , trouver  une  moyenne  pro- 
portionnelle C »;  de  Ibrte  que  -H- -fi  -C.  D, 

& fur  cette  ligne  C décrire  la  figure  X fem- 
blable  à A *>,ces  deux  figures /f  ÔcA'  font  en- 
tre elles  comme  les  qüarrez  de  B & C <=,  ou 
en  raifon  doublée  de  B à C , c’eft-à-dire , com- 
me B à^Z),  ou  5 à 1 : ce  qu’il  falloir  faire. 

Corollaire  I. 

58  Donc  il  ejl  facile  de  trouver  une  figure  femblo' 
ble  à une  donnée  , ^ moindre  qu'une  autre  d'une 
fertaine  figure  donnée. 

Car  il  n’y  a qu’à  la  ligne  B , côté  delà  figu- 
re donnée , en  prendre  une  autre  D qui  lui 
foit  dans  la  proportion  requife,&  entre  elles 
trouver , fuivant  ce  ‘qui  a été  enfeigné  ^ , la 
moyenne  proportionnelle  C , & fur  icelle  com-  ' ' 
me  côté  décrire  une  figure  femblable  à la  don- 
née e , laquelle  fera  la  cherchée , fuivant  çe 
Problème. 

Corollaire  II. 
î>£>  //  eft  également  facile  de  trouver  une  figure 

femblable  a wae  donnée.,  Çff  plus  grande  quune 
autre  d'une  certaine  figure  donnée. 

C’eft  une  femblable  conftruélion  que  la  pré- 
cédente. 
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SECTION  V. 

De  la  Commenfurabilité  ou  Tncommenfii- 
rabilité  des  Lignes  & des  Surfaces. 

1 

LEs  grandeurs  font  dites  Commenfurables  ^ 
lorjqu' elles  peuvent  être  mefure'es  far  une 
troifieme , qui  ejl  ainfi  leur  commune  mefure. 

La  commune  mefure  d’une  toife  & d’un  pié, 
c’efl:  le  pouce,  qui  fe  trouve  exaftement  douze 
fois  dans  un  pic,  & foixante-douze  fois  dans 
une  toife. 

Définition  II. 

Les  grandeurs  Incommensurables  ^ font  celles  tôt 
qui  ne  peuvent  être  mefurées  far  aucune  commu- 
ne mefure. 

Une  hauteur  de  fept  piés  ne  peut  être  me- 
furée  exaftement  par  une  toife  ; mais  elle  le 
peut  être  par  une  mefure  plus  petite,  comme 
par  un  pié  & par  un  pouce.  Ainfi  deux^n- 
deurs  ne  font  incommenfurables  que  lorfqu’on 
ne  peut  trouver  demefure , pour  petite  qu’el- 
le foit,  qui  les  puiflTe  mefurer  prècifément. 

Corollaire. 

Donc  deux  grandeurs  qui  ont  un.rapfort  infi-  102. 
ni , font  incommenfurables  entre  elles. 

Car  fi  elles  étoient  commçnfurables  , leur 
commune  mefure  détermineroit  leur  rapport. 
Celui  du  point  à la  lia;ne  eft  infini  ; car  on  ne 
peut  point  déterminer  en  quelque  ligne  que  ce 
" Coit , combien  il  y a de  points , puifqu’on  la 
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peut  diviferà  l’infini.  De  même  entre  une  li- 
gne & une  lurfacc  le  rapport  eft  infini  ; car  dans 
unelurface  on  y concevra  tant  de  lignes  qu’on 
voudra,  comme  dans  un  folide  des  furfaces. 

Définition  III. 

L’o»  appelle  Rationnelle , t4ne  grandeur  connue 
y déterminée , par  rapport  à une  autre  dont  la 
valeur  fe  peut  exprimer  par  nombre. 

Grandeur  Rationnelle  eft  celle  à laquelle  on 
rapporte  toutes  les  autres , & fur  laquelle  on 
rationne  ; ainfi  on  la  fuppofe  connue. 

Définition  IV. 

X04  Deux  grandeurs  qui  ne  font  pas  commenfura- 
bles  en  elles-mcmes  ^le  font  en  puijfance  ^ fi  leurs 
quarrez  ou  leurs  cubes  font  commenfurahles. 

Si  ^ & f font  incomraenfurables , mais  que 
- leurs  quarrez  foient  commenfurables , que  par 
exemple  bh  foit  à cc  comme  3^5,  alors  b ài  c 
incommcnfurables  en  eux-mèmes , font  com- 
menfurables en  fécondé  puilîance.  Si  x <Sc  « 
n’étoient  pas  commenfurables  ni  leurs  quar- 
rez jfjf  & mais  q^ue  leurs  cubes  xxx  Çi. 
zzz  ou  x\y  z'  le  fuirent:  par  exemple,  que 
fût  à z^  comme  10  à 13 , alors  a'  &;  « in- 
cômmenfurables  en  eux-mêmes  & en  fécon- 
dé puilTance  , feroient  commenfurables  en 
troifîome  puiflànce. 

Définition  V. 

Nombre  quarré ^ c'eft  le  produit  d'un  nombre 
* multiplié  par  lui-même. 

Ainfi  9 eft  un  nombre  quarré , parce  que 
c’eft  le  produit  de  3 multiplié  par  3,  qui  en 
£ft  la  racine. 

' De- 
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Définition  VI. 

' Nombre  cube  , c'efi  le  proHuit  d'un  nombre  quar-  i** 
ri  multiplié  par  la  racine  de  ce  quarrJy  c'ejl-à- 
dire , par  le  nombre  qui  l'a  produit. 

AinQ  8 cft  un  nombre  cube  fait  de  4 nombre 
quarré  multiplié  par  2 racine -de  ce  quarré, 
c’eft-à-dire , de  2,  qui  multiplié  par  lui-mê- 
me, a fait  ce  quarré  4. 

Définition  VII. 

Nombre  non  quarré  ^ c'efi  celui  dont  la  racine 
quarrce  ne  fe  peut  exprimer  par  aucun  nombre. 

, Définition  VIII.  - ' 

Nombre  non  cube  , c'efi  celui  dont  la  racine  eu- 
be  ne  fe  peut  exprimer  par  aucun  nombre. . 

10  font  des  nombres  qui 
n’ont  point  de  racine  quarrée  qui  fe  puifle  ex- 
primer par  des  nombres  ; car  on  ne  peut  point 
trouver  aucun  nombre,  qui  multiplié  par  lui- 
même,  falTe  ou  2,  ou  3,  ou  5 , ou  6,  ou  7 , 
ou  8,  ou  10,  &e.  Ces  nombres,  à la  refer-  < 
ve  de  8,  ne  font  point  aulfi  des  nombres  cu- 
bes, car  il  n’y  a aucun  nombre,  qui  multi- 
plié cubiquement,  les  puifTc  produire.  ^ 
Définition  IX. 

Nombres  expofant  d'une  raifon , font  les  plus  io> 
petits  nombres  qui  l'expriment. 

• Ainfi  fl  JC  eft  à ^ comme  (5  à 1 2 , les  emofans 
de  la  raifon  de  jc  à « feront  i & 2 , qui  font  les 
plus  petits  nombres  qui  puilTent  être  entre 
eux,  comme  (5  & 12.  f 

Lorfqu'on  joint  deux  grandeurs  qui  ne  font  pas 
commenfurables , ^ à qui  par  conféquent  on  ne 
peut  pas  donner  le  même  nom , ou  que  l'on  efl  oblù- 
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gi  (T exprimer  par  deux  noms  differens  ^eela  s'ap~ 
fetle  un  Binôme.  Lorfc^ue  d'une  grandeur  on  en 
retranche  une  antre  qm  lui  eft  incommet^urablc^ 
y qtd ainfi  on  ne  les  peut  exprimer  avec  un  feul 
jigne , e'eft  bien  un  Binôme  ; mais  pour  dijitn- 
guer  cela  de  ce  qui  fe  fait  quastd  o‘n  joint  deux 
grandeurs  incomnatnfurables  , on  Pappelle  Apo- 
tome , ou  Réjidu  , ou  Grandestr  diminuée.  Je 
n'expliquerai  point  ici  les  termes^  que  j'ai  déjà 
expliqué  dans  les  Elémens  de  Mathématiques. 

PROPOSITIONS  EVIDENTES. 

Proposition  I- 

Deux  nombres  font  toujoscrs  cammeufurabJes 
entre  eux  , car  ils  ont  au  moins  l'unité  pour  Usur 
commune  mefure. 

Par  exemple , dans  ces  deux  nombres  77  & 

81 , comme  dans  tous  les  autres,  Tunîte  s’y 
trouve  précifément  tant  de  fois,  aînfielle  en 
dl  la  mefure  commune. 

Proposition  II. 

Lorfqne  d'un  nombre  on  en  retranche  uu  autre ^ 

Je  rejie  efi  un  nombre. 

Car  il  relie  une  ou  plufieiïrs  unitez. 

Proposition  III. 

iii  Les  lignes  les  furf aces  qui  font  comme  nom- 

bre à nombre  .,  font  commenJuraUes  ; Çÿ  ceûes  qui^ 
font  inéommenfurables  ne  font  pas  comme  normrè 
f À nombre. 

C’eft  une  fuite  des  Définitions  précédentes. 

Pr  opositi  on  IV. 
ijî  Ùeux  grattdeurs  eomtnevfurables  à une  troi-  - 
ftetttt  y fout  çoutmnfuraklet  entra  eüa.  - 
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Car  fi  B & 2 font  commenfurables,  on  peut 
exprimer  avec  des  nombres  leur  rapport.  Si  C 
& Z font  pareillement  commenfurables,  oiv 
exprimera  leur  rapport  avec  des  nonabres; 
ainfi  toutes  ces  trois  grandeurs  fe  marqueront 
avec  des  nombres  : partant  ellçs  font  comiflcn- 
furables. 

Proposition  V. 


Une  ligne  ^ racine  oh  côU  d'anquarré  quin'eft  **"4 
fas  un  nombre  quarré ^ n'efl  pas  rationnelle.  El- 
le le  feroit , Ji  fen  quarré  était  égal  à un  nombre 
quarré. 

, La  racine  d’un  nombre  qui  n’eft  pas  quarré 
ne  fe  peut  point  exprimer  par  aucun  nombre; 
ainfi  toute  ligne  qui  eft  égale  à cette  racine,  ne 
fe  peut  point  marquer  par  aucun  nombre^- 


Proposition  VI. 

Si  les  quarrez  de  deux  lignes  ne  font  pas  entre  1 1 s- 
eux  comme  deux  nombres  quarrez  , ces.  deux  li- 
gnes ne  font  pas  commenfurables. 

Ces  lignes  font  égales  chacune  à la  racine 
d’un  nombre  qui  n’elt  pa?  quatré , ainfi  aucun- 
nombre  ne  les  peut  exprimer  ; elles  ne  font 
donc  pas  commenfurables. 

Proposition  VII. 


Un  qesarré  rationnel  ne  peut  être  égal  à 
Marrez , dont  l'an  foit  rationnel  ^ l'autri 
joit  pas. 


à deux 
autre  ne  le 


XI«' 


C’efteequ’on  adit,  Propofition  fécondé** 
Qu’ôtant  dVn  nombre  un  autre  nombre , le 
relie  eft  un  nombre.  Ainfi  fi  d’un  quarré  ra- 
tionnel, c’eft-à-dire,  qui  eft  un  nombre,  on  '• 
ôte  un  quarré. rationnel, c’eft-à-dire,  un  nom- 
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bre , le  reflc  doit  être  un  quatre  rationnel  ou 

un  nombre. 

Proposition  VIII. 

>'7  Une  ligne  commenfurable  étant  divifée  en  deux 
parties^  Ji  P une  eji  commenfurable  , P autre  le  , 
fera  aujji. 

Car  cette  ligne  s’exprimera  par  un  nombre; 
dont  ayant  ôte  une  partie  commenfurable-, 
c’e.'l-à*dire, un  nombre,  le  reite, félon  la. fé- 
condé Propofition,  fera  un  nombre. 

Proposition  IX. 

118  Si  à une  ligne  commenfurable  on  en  ajoute  une 
commenj'urahle , te  tout  fera  commenfurable. 

Cela  cft  évident , un  nombre  ajouté  à un- 
nombre  fait  un  nombre. 

Proposition  X. 

115  Si  d'une  ligne  commenfurable  on  retranche  une 
tncommerfurable le  refie  efi  ittcommenfurable. 

’ Car  fi  l’une  étoit  commenfurable,  l’autre  le 
feroit  auflî , lelon  la  huitiéine  Propofition. 

Proposition  XI. 

liD  Quatre  lignes  étant  en  proportion  ,7?  la  premie'- 
re  7f  comrnenf arable  à h fécondé  , la  trotfieme  le 
fera  à la  quatrième.  Si  la  première  eji  incommen- 

" f arable  avec' la  fécondé  la  troifieme  le  fera  à la 
quatrième. 

Cela  veut  dire , que  fi  la  raifon  de  la  premiè- 
re à la  fécondé  le  peut  exprimer  par  nombre; 
celle  de  la  troifieme  à la  quatrième , qui  eft 
la  même , fe  peut  aufiî  exprimer  par  nombre. 

Si  la  première  raifon  ne  fe  peut  pas  exprimer, 
if  en  eft  de  même  de  la  fécondé  raifon. 

. ' ■ Pro- 
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Proposition  XII. 

Le  quarri  (Tune  ligne ^ qui  ejl  rationnelle ^ efl  izi 
an  nombre  quart é ; [on  cube  eft  auffi  un  nombre 
cubci 

Cela  eft  évident.  ' , 

Theoreme  I. 

Si  les  raifons  [impies  font  de  nombre  k nombre  ^ 
les  raifons  doublées  qui  en  [ont  compof/es  auront 
four  expofans  des  nombres  quarrez , ^ les  rai- 
l'eus  triplées  auront  des  nombres  cubes. 

Soit  cette  raifon  Cmplc  de  b h d:  donc  la  rai- 
fon  de  b*  à d*  eft  doublée.  Or  ^ & 4?  fe  pou- 
vant exprimer  par  nombres , leur  quarrez  le 
pourront.  Ainü  b*  &;  d^  feront  égaux  à des 
nombres  quarrez  ; ainfi  b*  &cd*,  Æront  entre 
eux  comme  des  nombres  quarrez.  Par  les  mê- 
mes raifons  J.  & 4*  feront  entre  eux  com- 
me des  cubes. 

THEOREME  II. 

Une  raifon  [impie  efl  four  de,  [i  la  raifon  qui  nj 
en  efl  doublée  ou  triplée  eft  fourde. 

Car  p>ar  le  Théorème  précédent,  fi  cette  rai- 
fon n’é  toit  pas  lourde,  la  raifon  doublée  auroit 
pour  exppfant  un  nombre  quarré,  & la  raifon 
triplée  un  nombre  cube. 

T H E a n É M E III; 

Une  raifon  [impie  n'efl  pas  fourde , fi  les  nom- 
bres expofans  de  fa  raifon.  doublée  font  quarrez., 

Çÿ  les  expofans  de  fa  raifon  triplée  font  des  cuber, 

^ fi  cela  n’efl  pas  , file  eft  fourde. 

Caries  quarrez  font  en  raifon  doublée  de 
leurs  cotez  ou  racines , & les  nombres  cubes 
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triplée  de  leur  racine  *;  ainfi  les  racines  des 
expofans  d’une  railbn  doublée  ou  triplée,  fe- 
ront les  expofans  de  la  raifon  finiple  ; qui  par 
conféquent  ne  fera  pas  fourde.  Par  la  même 
raifon  û cca  nombres  ne  font  pas  quarrez  ou 
cubes  ; comme  leurs  racines  fontles  expofans 
des  raifons  fimples , ces  raifons  fimples  ne  fe 
pouvant  exprimer  par  nombre,  elle*  font  four- 
des. 

L E M M E. 

Quatre  lignes  étant  en  ' proportion  ^ le  produit 
des  antécédens  eft  à celui  des  conféquens  ^ comme 
le  quarré  du  premier  terme  efi.  au  quarri  du  fc’- 
eond  terme. 

Soient  a.  b w c.  d.  Il  làut  prouver  que  ae.. 
hdr.'.  a a.  bb\  bc  produit  des  moyens  divifé 
par  le  premier  terme  eft  égal  au  quatriè- 
me t ; ainfi  fe  peut  mettre  pour  d\  par- 
tant ^^-=2bd.  Ainfi  il  faut  démontrer  que: 

' ac.  : : aa.  bb.  Multipliez  par* 

4,  & vous  aurez  aac  àL  bbc ^ & divifez  fes 
produits  par  c,  reftera  a a à.  b b.  La  même 
raifon  demeure  toujours  i : donc  ac.bd::  a a.^ 
b b;  ce  qufil  fàlloit  prouver. 

T H E O R E#M  E IV. 

ïK  * Quatre  lignes  cotmnenfurables  étant  en  pro^ 
portto» , le  reéiangle  eu  produit  des  antécédens  , , 
■ efi  à celui  des  conféquent^  comme  deux  nombres 
quarrez- 

Soient  ces  quatre  lignes  commenfurables  & ' 

pro- 
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proportionnelles  a.bw  c.  d\'  par  le’Lemme 
précédent  ae.  b d'.i  an,  b b.  Or  a&Lb  font fup- 
pofez  commenfurables  ; leurs  quarrez  font 
donc  un  nombre  quarré  : donc  a ch.  bd  l'ont  en- 
tre eux,  comme  deux  nombres  quarrez. 


L E M M E. 

iix  ligne  fêtant  proportionnelles le  produit  des 
antécédens  efl  à celui- des  conféquens^  comme  le 
cube  du  premier  terme  efi  au  cube  du  fécond 
terme. 


Soient  4.  b\\  c,  d::e.f.  Il  faut  prouver  que 
ace^bdf’.'.  aaa.  bbb~,  c:/*; 

donc  bdfz=.  . Or  en  multipliant  ace 


ElS 

sa 


par  divifant  les  produits  de  cette  ' 


multiplication  a*  ce  & b^  ce  par  <•#,  après  ce- 
la vient  a}  ^ b' ^ la  même  raifon  xlemeure  tou-- 
jours  t ; partant  a ce.  hdfw  d'b'^QÇ,  qu’il  fal-  - 
loit  prouver. 


Theoreme  V. 


Six  lignes  commenfurables  étant  en  proportion  y iî|  i 
le  produit  des  antécédens  eji  à celui  des  conféqttenSy 
comme  deux  nombres  cubes. 


Soient  a.b:\  c.  d:i  e.f;  par  le  Lemme  ’ 
précédent,  ace.  bdf:  : aK  b\  Or  a&  b étant 
commenfurables,  fe  pourront  ainfi  exprimer  • 
par  nombres  i-,  a}  ^ b'  font  deux  nombres  > 
cubes  ; par  conféquent  ace  &.bdf  font  com- 
me  deux  nombres  cubes. 

Theoreme  VI. 

Si  trois  lignes  font  en  proportion  continue , ü*  9 
I-<  ^ a/se 
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que  la  première  foie  à la  troifteme  comme  deux 
nombres  quarrez-,  ces  trois  lignes  feront  commen~ 
furables. 

Soit  cette proportion  continue-^  <f.  b.  c.  Si 
la  raifon  à f ell  de  nombre  quarré  ; je  dis  que 
la  raifon  de  à fera  une  raifon  de  nombre  à 
\ . nombre:  car  la  raifon  de  à ^ cft  doublée  de 
celle  de  a h b,  ou  comme  le  quarré  de  a au 
quarré  de  par  conféquent  par  le  Théo- 
rème troifieme  | , cette  raifon  doublée  étant 
comme  nombres  quarrez , la  raifon  limple; 
dont  elle  eii:  compofée  n’ell  pas  lourde. 

Corollaire. 

En  ce  cas  le  re£i angle  des  extrêmes  Çÿ  fescôtez; 
font  commenfurables  avec  le  quarré  de  la  moyen'  ' 
ne  ^ fon  coté. 

Car  1°.  puilque  parlafuppolition  -fr«.  b.  Cy 
il  s’enfuiyra ace=:b b \ \ &ainli<îf  commenfu- 
rable  avec^^  2®.  Par  lepréfent  Théorcmcy  ' 
les  cotez  a,  b,  c l'ont  commenfurables. 

THEOREME  Vil. 

. ) } X Si  trois  lignes  font  en  proportion , Çÿ  que  la 

■ première  joit  à la  troifieme  comme  deux  nombres^ 
dont  le  produit  n'efl  pas  un  nombre  quarré  ( ou 
qui  ait  pour  expofansdeux  nombres  qui  ne  font 
pas  ûuarrez^  la  moyenne  fera  ineommenfurable 
en  elle-même  , y commenfurable  en  puiffance- 
avec  la  première  y la  troifieme. 

Soit  -fr  b.  c.  d‘.  la  première  b de  ces  trois 
lignes  ellà^^  la  troifieme,  comme  ces  nombres 
- 2 & 9 î dont  le  produit  18  n’eftpasun  nombre^ 

quarré.  J e dis  que  la  fécondé  lignes  fera  incom- 
inenfurable  en  elle-même,  & commenfurable 

' en. 

* L.i.n.%6.  t f*f.  ts,  124.  ^ L.  î,  a,  j;. 
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en  puiflance  avec  la  première  & la  troifieme. 
Son  quarré  r (r'eft  égal  à ou  à ig  *.  Or  18 
n’étant  pas  un  nombre  quarré,  fa  racine  <•  ne  fe 
peut  point  exprimer  par  nombre,  ainfiteftin- 
commenfurable  en  elle-même  avec  bàid\  mais 
fa  puiflance  <•  <■ , qui  vaut  1 8 , l’eft  avec  b & avec  , 
dy  c’eft-à-dire,  avec  2 & avec  9,  puilque  fa  - 
raifon  s’exprime  par  des  nombres. 

T H E O R E M E Viri. 


^ ^ lignes  en  proportion  continue , la 
mtere  n eft  pas  a la  troifieme  comme  nombre  à 

- /I  * y-  . . 


13a 


Si 

première 

nombre  , la  moyenne  ejl  incommenfurable  avec 
elles  y tant  en  elle-meme  ({u'enpuijfance,.  ' 

Soit  cette  proportion dy  dont  la  pre- 
mière ^ n eu  pas  à comme  nombre  à nombre  ; 
je  dis  que  c ni  fapuilTancef  f ne  font  pas  com- 

"îfü  ^ * la  raifon  de  b à d 

eft  doublée  de  celle  de^  àc , & dec  à Cette 
railon  doublée  étant  donc  fourde;  la  raifon 

1 ^ de  ff.  à eft  donc  fourde  par 

le  1 néoréme  fécond 

' ^ quarré  de  c commet 

elt  -J.  Donc  puifque  b n’eft  pas  à^comme 
nombre  a nombre,  & cc  ne  font  pas  coni- 
me  nombre  a nombre  ; ainfl  ce  font  des  i3- 
commenfurables 

THEOREME  rX. 

Si  de  quatre  lignes  '•n  proportion  continue  y la 
ratfon  de  la  première  à la  quatrième  eft  une  rai’.  - 
fin  de  nombre  à nombre , qui  ait  pour  expofans 
des  nombres  cubes  y ces  quatre  grandeurs  feront 
esmrnenfurabks.  * 

Soit  -rr  b.  c.  d..fi  Si  b.  f:  : i.  S, ces  quatre' 

L 7 ' li. 

a 3.  « Î7.  b L.  J.  »,  83.  ejkf.*.iiu 
a L,  3.  «,  g4,  n*  ixz,  • 
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li^es  <•,</./ font  comtnenfurahles : car  la 
raifon  de  ^ à / cft  triplée  *.  Ces  deux  nombres 
1 & 8 font  cubes  ; cette  raifon  les  ayant  donc 
pour  expofans,  la  raifon  fimple  comme  celle  de 
cette  progrefïïon  qui  eft  entre  chaque  terme, 
ne  peut  étrefourdc  félon  le  Theoréme  troi-' 
fiemc. 

Theoreme  X.  • 

134*  Si  de  quatre  en  proportion  continue , la 
raifon  de  la  première  à la  quatrième  a pour  expo^ 
fans  des  nombres  qui  ne  font  pas  cubes , la  pre- 
mière & la  fécondé  feront  feulement  commenfu- 
rables  en  puiffances  ; ainft  de  meme  de  U Jeconde 
^ de  la  troifieme. 

Soit  -H-  b.  c.  d.  /,  & que  b.fxi  i.  j.  La' 
raifon  de  b à/  eft  triplée  de  celle  de  ^ à ^ Or 
1 & 5,  les  expofans  de  la  raifon  de  ^ à /,  ne  font 
pas  cubes  ; la  raifon  finmle  de  ^ à f eft  donc 
une  raifon  fourde  ‘*:ainn  de  même  de  la  raifon 
de  r à </,  de  celle  dïf.  Mais  puifquc  b'. 

::  b.  f-^  & par  conféquent  b^.  c>\\  1.5*: 
donc  b ^ t font  commenfurables  en  puiflance. 

Theoreme  XI. 

JJ  J mSi  de  quatre  lignes  en  proportion  continue^  la 
première  n'ejl  pas  à la  quatrième  comme  nombre 
à nombre , la  raifon  de  la  première  à la  fécondé 
n^ e/l  pas  de  nombre  à nombre. 

~ p.  c.  d.  f:  la  raifon  de  ^ à / eft  triplée  ; 
donc  cette  raifon  triplée  étant  fourde , par  le 
Théorème  fécond,  la  raifon  fimple  de  ^a  c eft. 
fourde;  .&  puifque  b*,  c*  : : b.  /,  cette  raifon 
de  b à/étant  fourde, celle  de  b>  à r'  eft  four- 
de. . 

a'I..  b/i^.n.  114-  CZ.-3.M.  t|. 

à /af.  B.  114.  C L.  S.  n,  17. 
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de.  Ainfi  c n’eft  pas  com^nfurablc  en  puif- 
fance  avec  b. 

Problème  I. 

‘Trouver  une  ligne  (fui  fait  ineommenfurable  en  ue 
elle-même  y ^ commenfurable  en  puijance  avec 
une  ligne  connue. 

Soit  b une  li^e;  on  en  cherche  une  qui  lui 
foit  incommenlurable.  La  ligné  b étant  2 , je  . 
prends  xun#  ligne  égale  à 3 ou  à 5 , ou  à tout 
aiutre  nombre  qui  ne  loit  pas  quarré.  Entre  cet 
deux  lignes  je  cherche  une  ligne  moyenne  pro- 
portionnelle, que  je  nommée:  ainfi -H- c.  x. 

Ôr  par  le  Théorème  feptieme  la  ligne  c fera 
ineommenfurable  en  elle-même  avec  ces  deux 

Îjremiercs  lignes,  & commenfurable  en  puif- 
ânee  *. 

PROBLEME  IL 

Trouver  une  ligne  qui  foit  ineommenfurable^  H77 
tant  en  elle-même  qu^en puijfanee , avec  une  ligne 
connue  ^ donnée'. 

Soit  la  ligne  donnée  & connue  B , je  lui 
cherche  par  le  Problème  précédent  la  ligne  Z), - 
qui  lui  loit  ineommenfurable  en  elle-même. 
Après,  entre  B &.  D,  ayant  trouvé  la  ligne  C 
moyenne  proportionnelle;  cette  ligne  par  le 
Théorème  huitième  f fera  ineommenfurable, 
tant  en  elle-même  qu’en  puiflance  avec  B ; ce 
qu’il  falloir  faire. 

THEOREME  XII. 

La  diagonale  d’un  quarré  efl  ineommenfurable  ut 
en  elle-même  , y commenfurable  en  puijfance 
avec  chacun  des  cotez,.  ' 

Soit  le  quarré  ABC  D.  Il  faut  prouver  que 

A C y 
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ÀC , fa  diagonale,  tl  en  elle-mê-  d 
me^  incommenfurable  avec  À B \ 
mais  qu’elle  l’eft  en  puiflànce. 

Soie  AB=za  \ puifque5C=:/^5: 
donc  BC  — m:  donc  a a — |-  aaJÜ 


— Z — X 

=3  AC  »:  donc  aa.  AC  : ; 1.2;  ainfi  voilà  la' 
diagonale  commenfurable  en  puilTance.  Or  2 
n’clt  pas  un  nombre  quarré  donc  AC,  ra- 
—1  - 
cine  de  AC  ne  peut  s’exprimer  par  nombre 
ainfi  elle  eft  incommenfurable  en  elle-même^;, 
ce  qu’il  falloir  prouver. 

Theoreme  Xin.. 

Les  deux  parties  £une  ligne  rationnelle  cou~ 
fée  en  moyenne  ^ extrême  raifon,  ne  font  pas 
rationnelles.  Eucl.  XIII.  Prop.  6. 

Soit  CB  ligne  rationnelle  coupée  en  moyen- 
ne & extrême  raifon  au  point  A-,]e  dis  que  les 
parties /fC  & /IB  ne  font  pas  lignes  rationnel- 
les; ou,  ce  qui  eft  la  mêmè  ^ 3 

chofe,  qu’elles  ne  peuvent  être 1 | 

exprimées  par  des  nombres.  A ® 
J’ajoute  à CB  la  ligne  BD  moitié  de  CB,  le 
quarré  de  la  médiane  ^ B jointe  avec  BZ>, 
vaut  cinq  fois  le  quarré  de  B£)  *;  ainfi  ces. 
deux  quarrez  font  comme  5 à i . Or  j n’ert  pas 
im  nombre  quarré:  donc  par  le  Theorême 
là  ligne  BB  -+  BD  n’eftpas  rationelle,  mais 
BD  moitié  de  AB  ligne  rationnelle,  eft  ration-  ' 
nellc;.il  faut  donc  que  ce  fo.it  la  médiane 
qui  ne  foit  pas  rationnelle  : & partant  g la  peti- 
te partie  AC  fera  incommenfurable  ; car  (1  elle 
étoit  commenfurable,  AB  le  feroit  aufli  K 


Co- 

bjup.n.  106.  c /up.n.u^.  d/up.n  iij.  - 
e./*p.n,6f.  f fup.n.114.  s/upin.119.  h fuf.  H.  itj. 


Dir.j.«;c!  by  ( îoogle 


I 


Livre  IV.  Sellion  VI. 

Corollaire. 

La  médiane  ejl  incommenfurable  avec  la  tou- 
• te , tant  en  elle-même  qu'en  puilfance. 

Soit  b une  ligne  coupée  en  moyenne  & ex- 
trême raifon , x eft  la  médiane , & ^ — jc  la  peti- 
te, X.  b — X.  Or  puifque  ^ — x e(l  une 
ligne  non  rationnelle  par  le  Théorème  préfent, 
donc  parle  Théorème  huitième*  x, moyenne 
entre  b'jib  — x,  cil  incommenfurable  avec  b , 
tant  en  elle-même  qu’en  puiffance. 


SECTION  VI. 

Des  Raifons  des  Cordes  avec  les  rayons- 
du  Cercle. 


Avertissement. 

I 

LEs  Cordes  d'un  même  Cercle  ne  font  pas  en-  14» 
tre  elles  comme  les  Arcs  dont  elles  font  les  \ 
Cordes:  ces  deux  Arcs  B£  D » D j» 
y C F D étant  égaux , l'Arc 

B D C ^ double  de  l'ujt  ^ de  

l'autre.  Si  B C , corde  de  cet  "B  ^ 

arc , étoh  donc  le  double  de  la  corde  B D ou  de 
ta  corde  D C , comme  l'arc  B D C ejl  le  double 
de  l'arc  BED;  alors  BC  f croit  égal  <»  BD 
—H  C D ; qui  ne  peut  être  f . On  ne  peut  donc 
pas  fuppofer  que  les  cordes  d'un  même  cercle  foient 
entre  elles  comme  les  arcs  dbnt  elles  font  les  cordes. 

Theoreme  I. 

Le  rajon  du  cercle  efi  égal  àlacorde  defoixan-  141 
te  degreZt^ 

L’an- 

I L.  i.n.  it. 
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L'angle  do-ceatre  d’un  hexagone-eft  de  6o  de- 
grez  fixienje  partie  de  3<5o  degrez,  que  valent 
les  quatre  anglea  drpits  qu’on  peut  concevoir  - . 
autour  du  centre.  Soit  donc  È AC  ua  angle 
de  6o  degrez  ; ainfî  B C 
eft  le  côté  de  l’hexagone 
qu’il  faut  prouver  égal  au 
rayon  AB  on  A C.  Le 
triangle  BAC  eft  ifofce- 
Ic  ; ainfi  les  angles  fur  la 
bafe  font  égaux  ; mais  ce- 
lui du  fommet  eftdeôo, 
ainfi  tous  deux  enfemble 
valent  lao,  partant  chacun  5o.  Ce  triangle 
- eft  donc  équilatéral:  partant  BC  — A B ^ ou 
BC  ^ AC’»  e«  qu’U  Éalloit  prouver. 

Corollaire  I. 

*43  Ua  cercle  étottt.  donné  f/iire  ttn  hexagone,.  Eucl. 

IV.  Prop.  15. 

Le  compas  ouvert  de  1a  grandeur  du  rayon,' 
je  divife  le  cerele  en  fix  parties. 

Ç Q R O L L A I R E II. 

X44  lî  eft  faeite  de  faire  un  triangle  équilatéral; 
dans  un  cercle.  • , 

Car  deux  partiçs  des  fix  de  l’hexagone  ,. font 
la  trqifienie  partie  du  cercle. 

Corollaire  III. 

• 145  Ln  raifon  de  U eirconfc renne  dn  cercle  a» 
rayon , ejl  plus  grande.  3 i S- 

Chaq^ue  côté  d’un  hexago^®  ^t?nt  égal  au 
rayon,  les  fix  côtez  feront  égaux  à trois  fois 
le  diamètre  ; ainfi  la  eirconiference  de  ce  po- 
lygone eft  au  rayon  du  cercle  oüil  eft  infcrit, 

con»- 
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comme  3^1.  Or  la  circonférence  de  ce  cer- 
cle eft  plus  grande  que  celle  de  l’hexagone , 
chaque  portion  du  cercle  étant  plus  grande  que 
le  coté  de  l’hexagone  qui  lui  lert  de  corde. 

Theoreme  il 

Le  qHosrré  d'u»  der  cotez  du  triangle  /quila- 
ferai  infcrit  dam  un  cercle.,,  eft  triple  du  quarri 
du  demi- diamètre  ou  du  raye»  de  ce  cercle.  Eucl. 
XIII.  Prop.  12. 

Soit  ABCnn  triangle  équilatéral  infcrit  dans 
le  cercle  fait  mené  le  diamètre  AD  qui  cou- 

pe la  corde  BC  perpen- 
diculairement en  deux 
parties  égales  *.  H faut 
prouver  que  le  q^uarré 
de  AB  eft  triple  de  ce- 
lui du  rayon  ; puifque 
B C eft  la  corde  du  tiers 
du  cercle,  BD  fera  la 
corde  de  la  lîxienie  par- 
tie , & partant  égale  au 
rayon,  dont  le  diamè- 
tre yf  û eft  le  double  f . Ainfi  û B Z?  s é,  il 

faut  qne  = A D =z 4k b. Soit  ABz=a’, 

puifque  AB  D eÂ  reétangle;  donc  aa—^ 


= /fZ3  Ainfi  44-+ Otant  de- 
part  & d’autre,  reftera  aa=z^bb\  ce  qu’il 
fidloie  démontrer. 

Avertissemekt. 

y»  ne  veux  pas  grojjir  ces  Klimens  de  plufieurs  i47 
’ïbdorèmes  [emblables.  Il  e[î  évident  que  la  tan- 
gente cCun  angle  de  quarante-cinq  degrez  eft  égale 


f £.  I.  ».  90*  t 141»  <■> 7*« 
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«H  rayon  : car  elle  fait  avec  ce  rayon  un  triangle' 
rectangle  dont  la  fe'cante  ejl  la  baje^  fur  laquelle 
les  angles  font  égaux\favoir  ^chacun  de  quarante^ 
cinq  degrez.  Ainfi  ^ ï°.  il  faut  que  cette  tange'/i- 
te  y le  rayon  foient  éjj^aux.  i°.  Le  quarri  de  la 
fécante  * eji  égal  au  quarré  du  rayon  ^ de  la  tan- 
gente , ou  ce  qui  ejl  la  même  chofe , à deux  fois  le 
quarré  du  rayon.  Or  la  corde  de  nonante  e/l  égale 
à la  fécante  de  quarante-cinq  degrez  : par  confé- 
quent  la  corde  de  nonante  elt  égale  à deux  fois  le 
quarré  du  rayon , comme  il  ejl  évident. 

Le  MME  Premier. 

^4*  Dans  un  triangle  ifàfcele  les  angles  de  la  bafr 

font  doubles  de  celui  du  Jommet , je  dis  que  la  li- 
gne qui  coupe  par  la  moitié  un  des  angles  de  la 
bafe coupe  le  côté oppofé  AB  en  moyenne  isf 
trême  raij'on. 

Soit  BAC  ce  triangle  irofcele,  & que  la 
ligne  C D.  coupe  par  la  moitié  Bié  A un  des 
angles  de  la  baie  ; il  ftut  prouver  qu’elle  coupe 
AB  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point  D. 

1°.  Puilqu’on  fuppofe  que 
l’angle  fiC/feft  double  de  BaC\ 
donc  la  moitié  DCA  fera  égale  à 
.l’angle  CAD:  partant  le  triangle 
ADC  ayant  furfabalb^C  les  an- 
gles égaux,  il  feraifofeele  t,&  au- 
ra fes  côtez  AD  & DC  égaux.  _ 

’ 2°.  L’angle  BDC  efl:  égal  aux  ^ ^ 

deux  oppolez  DAC&.ACDii  par  confé- 
quent  il  eft  égal  à l’angle  AC  B qm  vaut  ces 
deux  angles,  & à DBC  qui  eft  égal  par  l’hy- 
pothefe  a /^CB;  ainlfle  triangle  "Z>CB  ayant 
les  angles  fur  la  bafe  D B égaux,  eft  encore 
ifofcele  ; ainfi  D C =:  B C. 

S®.  Let 

* /»f.  •,  7t.  • i L,i.  n.tt,  ^ L.i.n.ji. 
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3®.  Les  deux  triangles  ifofceles  BAC&.' 
B ÛC,  qui  ont  un-  angle  commun  au  point 
B •,  font  équiangles,  & partant  femblables: 
donc  b /f fi  cft  à iJC,  ou  à fon  égal, 
comme  DC  o\i  fon  égal  AD  eüiDB  y c’eft- 
à-dire,  -fr  AB.  AD.  DB\  & par  conféquent 
AB  eft  coupé  en  moyenne  & extrême  raifqjti, 
puifque  la  partie  AD  moyenne  entre  la 
toute  ABy  l’autre  partie  Z> B 

L E M M E IL 

Décrire  un  triangle  ifofcele  , qui  ait  chacun  14, 
des  angles  fur  la  bafe  double  de  l'autre.  Euclid. 

IV.  Prop.  10. 

Ayant  la  ligne  AB  y il  la  faut  divifer  en 
moyenne  & extrême  raifon  au  point  Z)  de 
B & de  Z) , & de  l’intervalle  de  la  médiane 
AD  y je  fais  deux  arcs  qui  fe  coupent  au  • 
point  C.  Ainfi  BC  = DC  =1  A D.  Les  deux 
triangles  A DC  à.  DC  B font  donc  ifofceles. 
Par  la  même  conftrudion  -H-  /JB.  AD.  L)B. 
Mettant  en  la  place  des  lignes  ég-ales  AB. 
BC::  BC.  BD;  donc  B nC  ^ DBC  font 
femblables , ou  équiangles  ® & ifofceles.  Or 
l’angle  B DC  eH  égal  kDAC-\-ACD\ts 
oppofez  interielirs  qui  font  égaux , puifque 
A DC  t'k  ifofcele  : Donc  DBc  égal  k B DC 
ell  le  double  ûq  B AC;  ce  qu’il  falloit  prou- 
ver. 

L e M M E III. 

Dans  un  triangle  ifofcele , dont  le  fommet  eji 
au  centre  du  cercle  y ^ qui  a pour  bafe  le  côté  du 
décagone ychaque  angle  de  la  bafe  eJi  double  dece~ 
lui  du  fommet. 

' ’ ’ Le 

a L.  z.u.ts.  hj»p.  M.  10.  e/uf.  n.  3^. 

d/ap.H.3^> 
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Le  triangle  ifofcele  B AC  y 
a fon  fommet  au  centre 
de  X.  Sa  bafe  BC  eft  le  cô- 
té d’un  décagone  , & par 
• conféquent  la  corde  d’un  arc 
de  36  degrez  dixième  partie 
de  3Ô0  degrez  que  vaut  le 
cercle.  Il  taut  prouver  que 
chaque  angle  de  la  bafe 
CBA  ic  AC  B y vaut  72  degrez  double  de 
36;  ce  qui  eft  évident,  car  les  trois  angles 
valent  180  degrez  Si  on  ôte  3Ô  de  ce  nom- 
bre, pour  la  valeur  de  l’angle  du  fommet, 
refte  144  pour  les  angles  de  la  bafe , qui  étant 
égaux,  chacun  fera  de  72  double  de  3$. 

THEOREME-  III. 

i;t  La  tHidiane  du  rayon  coup/  en  moyenne 
extrême  raifon  efi  le  côté  du  décagone , ou  la  corde 
de  trente -Jix  degrez.  Euclid.  IV.  Erop.  10. 
i^Ftg.  ci-dejfus.  ) 

Soit  A C rayon  d’un  cercle  divifé  en  D en 
moyenne  & extrême  raifon  qu’on  ait 
fait  la  corde  BC  égale  à la  médiane  AD, 
alors  les  angles  fur  la  bafe  BC  feront  cha- 
cun double  de  B AC  donc  par  le  Lemme 
précédent  B C eft  la  corde  de  la  dixième  par- 
tie du  cercle,  & par  conféquent  le  côté  du 
décagone. 

Lemme  IV. 

-IJ»  Dont  un  pentagone  osant  tiré  deux  lignes  d’un 
de  fes  angles  aux  extrémitezducôté  oppoféy  cela 
fera  un  triangle  ifofcele  y Çÿ  chaque  angle  fur  la 
kafe  fera  dauhie  de  celui  d^  fommet. 

Z eft  un  penugone  régulier.  De  A ayanr 

me- 
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mené  aux  extrémicez  du  côté  oppofé  BC 
deux  lignes , cela  fera  le  triangle  B AC ^ 
qu’il  faut  prouver  être  ifofcele,  & que  ABC 
CL  BC  A lont  chacun  double  de  B AC. 

I».  AB  ^ AC  cor- 
des d’arcs  égaux,  font 
égales: donc  BAC  efl: 
ilofcele  *. 

2®.  L’angle  B AC  i. 
pour  mefure  la  moitié 
de  l’arc  B C , & l’angle 
AC  B la  moitié  de  l’arc 
AEB  b.  Or  AEB  eft 
double  de  BC:  donc 
l’angle  ACB  cH  dou- 
ble de  l’angle  B /fC.  On  prouvera  de  môme 
que  ABC  y eft  double  de  B /f  C. 

Theoxeme  JV. 

Dans  un  fentagoHe^  Ji  deux  lignes  cordes  du 
double  de  l'arc  que  foutient  chacun  de  fes  cotez  fe 
coupent,,  elles  font  coupées  en  moyenne  ^ extré» 
me  raijony  ^ la  médiane  ou  la  plus  grande  par^ 
tie  ejl  un  des  cotez  du  pentagone. 

Dans  le  pentagone  2,  que  je  füppofe  ré- 
gulier, infcrit  dans  un  cercle-.  Tes  lignes  BD 
& EF  y chacune  corde  du  double  de  Tare 
dont  chaque  côté  du  pentagone  eft  la  corde, 
fe  coupent.  Il  faut  prouver  qu’elles  le  font  on 
moyenne  & extrême  raifon,  & que  la  mé- 
diane ou  la  plus  grande  partie , telle  que  BC* 
eft  un  des  côtez  du  pentagone. 

I®.  L’angle  B £ F a pour  mefure  la  moitié 
des  deux  arcs  B G & GFc,  & Tatç;fe  BCE 
la  moitié  des  deux  arcs  BE  & fl)  «».  Ôr  ces 

-deux' 
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deux  mefures  font  éga- 
les; donc  ces  deux  an- 
gles font  égaux  ; ainfi 
KBC  eft  ilofcele  • , & 
partant  BE  — BC\  ainli 
Ü C eft  un  des  côtez  du 
pentagone;  ce  qu’il  fal- 
îoit  prouver.' 

20.  Par  la  même  rai- 
fon  CF=  t'D:  & puifque  B D =:  FE  cor- 
des des  mêmes  angles, il  faut  que  CE  = CD: 
ainfi  ECD  eft  un  ifofcele.  Le  triangle  BED 
eft  aulTi  ifofcele  , puifque  B E = ÉD\  car 
on  fuppofc  que  Z eft  un  pentagone  régulier  : 
ces  deux  ifoieeles  ont  un  angle  commun  à Z); 
donc  ils  font  équiangles  : partant  comme 
J3£)  eft  à B£,  ou  à fon  égale  BC  ; ainfi  ED 
ou  fon  égale  B C fera  kC  D , c’cftr  à-dire , 
BD.  BC.  C£>;&parconféquent,  félon  la 
notion  de  la  moyenne  & extrême  raifon,  BD 
eft  coupée  comme  il  a été  propofé. 


THEOREME  V. 

X54  La  U^ue  droite  composée  du  côté  de  l’hexagone 
/ÿ  du  décagone  inscrits  au  mime  cercle  , eft  cou- 
pée en  moyenne^ extrême  raifon.  Euclid.  XIII. 
Prop.  9- 

Soit  AB  côté  du  décagone,  & B£  côté  de 
l’hexagone , c’eft-à-dirc,  une  ligne  égale  au 
rayon  BD  s je  dis  que  A E cÂ  coupée  en 
moyenne  & extrême  raifon  au  point  B. 

£ B D eft  ifofcele , puifque  B £ eft  fup- 
pofée  égale  au  rayon  B D ; le  triangle  AB  D 
eft  auffi  ifofcele,  & l’angle  B AD  ou  AB  D 

eft 

ï L.  2.  n,  t}.  b L.  X.  M.  l;.  c /uf,  n,  zo. 

à fup.  H.  14t.  ' j 
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efl  double  àe  BD  A*.  E 
Or  DB/f  eft  au(Ti  dou- 
ble de  BÜE , püifqu’il 
efl:  égal  *>  aux  deux  an-  B 
gles  égaux  BED,  & 

EDB  : donc  BED , & 

B DA  font  égaux  entre 
eux , & pris  enfcmble 
ils  font  égaux  à EAD  ; 
ainfi  le  triangle  AED 
efl:  ifofcele;  partant,  puifquc  BD  coupe  en 
deux  l’angle  EDA,  il  faut  que  EA  foit  cou- 
pée en  moyenne  & extrême  raifon  ce  qu’il 
falloir  démontrer.  • 

Corollaire. 

De-là  il  s'enfuit  que  Ji  ÀE  ejl  coupée  en  moyen-  j j» 
ne  Sif  extrême  raifon , dont  AB  ferment  foit  côté 
^ d'un  décagone , BÉ  fera  le  côté  de  l'hex  agoni  injerit 
au  même  cercle. 


Puifqu’entre  A E & ABW  n’y  peut  avoir 
qu’une  moyenne  proportionnelle  , & qu’on 
vient  de  prouver  que  B£,  côté  de  l’hexago- 
ne, étoit  cette  médiane. 

PROBLEME  I. 

Un  cercle  étant  donné,  trouver  la  corde  de  tren-  15  ( 
te-fix  degrez,  ou  le  côté  du  décagone.  Voyez  la 
Figure  de  la  page  262  num.  150. 

Le  cercle  efl:  V,  dont  'AB  ell  le  rayon , que 
je  divife  en  moyenne  & extrême  raifon  en  D d. 

Je  prens  la  corde  BC  égale  à qui  fera  le 
côté  du  décagone  «. 

PROBLEME  IL 

Décrire  un  décagone  fur  une  ligne  donnée  pour  u; 
côté. 


Je  divife  le' côté  donné  BC 
M 

> fitf.n.  ijc.  ' b L.z.n.ji. 
<!/»/•».  Î4.  e/»/.  •.  iji, 


en  moyenne  & ex- 
tré- 
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trême  raifon  »jje  lui  ajoute  la  médiane;  ce  gui  . 
me  donne  une  nouvelle  ligne /!/C,  au  ffîdivilee 
en  moyenne  & extrême  railbn,dontÔCeftla 
■médiane^:  de  cette  ligne  AC  je  fais  le  rayon 
d’un  cercle  dont  /VC  eil  le  côté  du  décagone 
au  moyen  de  quoi  j’acheve  facilement  le  dé- 
cagone’ requis. 

PROBLEME  III. 
ijt  Un  cercle  étant  d'inné ^ trouver  le  côté  du  pen-  - 
tagpne^  ou  inscrire  un  pentagone  dans  un  cercle,  ✓ 
Euclid.  IV.  Prop.  ii. 

i«>.  Ayant  trouvé  le  côté  du  décagone  on  a 
celui  du  pentagone , qui  ell  la  corde  du  double 
de  l’arc  qui  Jbutient  un  des  côtez  du  décagone.  • 
2°.  On  peut  trouver  encore  le  côté  du  pen- 
tagone de  cette  maniéré.  Il  faut  trouver  un 
triangle  ifofcele,dont  les  angles  de  la  bafe  foient 
chacun  double  de  celui  du  fommet  « , iSc  l’infcri- 
re,  ou  un  qui  lui  foit  femblable , dans  le  cercle  - 
donné  ^;ce  qui  donnera  un  côté  du  pentagone  s. 

PROBLEME  IV. 

Décrire  un  peut  aphone  fur  un  ché  donné. 
vSoit  le  côté  donné  £^.  J e fuppofe  le  penta- 
gone fait;  en  donnant 
le  moyen  de  trouver 
les  lignes  BDlk.EF,on. 
découvre  ce  gu’il  faut  ^ 
faire.  Or  puifque  BD 
eft  coupée  en  moyen- 
ne (k  extrême  raifon  au 
point  C >>,quc  BC  égale 
a B £ ôc  par  confé- 
quentà  £ZJ,eftla  mé- 
diane, en  coupant  le  côté  ED  en  moyenneêc 
extrême  raifon , & lui  ajoutant  la  médiane , on 

au- 

i'fuf.n.  fup.n.  is.  cfuf.n.\s6.  à.  fup  n\i6. 
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raune  ligne  égale  coupée  pareillement 

en  moyenne  üc  extrême  raifon , dont  la  média- 
ne fera  £Z>,par  conféquent  égale  à BC. 

Comme  on  eonnoitra  donc  les  trois  côter. 
du  triangle  iJLti  ^ il  fera  facile  de  le  faire  & d’a- 
chever tout  le  pentagone,  foit  en  circonfcri- 
vant  un  cercle  autour  de  ce  triangle  t>  oufai- 
fant  de  même  le  triangle  Bt'D. . . 

PROBLEME  V. 

Circonfcrire  un  pentagone  régulier  à un  cercle,  isn 
Eucl.  IV.  Prop.  12. 

Il  faut,  1°.  infcrire  un  pentagone  dans  le  cer-  ‘ 
cledonné:2°.  menerdu  centre  de  cecerclcdcs 
lignes  droites  parles  cinq  angles  du  pentagone  : 

3°.  mener  des  tangentes  parles  points  de  la  cir- 
conférence oh  ces  lignes  coupent  le  cercle. 

Ces  tangentes,  comme  il  eft  évident,  forme- 
ront le  pentagone  que  l’on  cherche. 

PROBLEME, VI.  ' 

Dans  un  pentagone  régulier , infcrire  un  cercle. 
Eucl.  IV.  Prop.  13. 

Il  faut  fur  le  milieu  de  deux  côtezdecepen- 
. tagone,  élever  des  perpendiculaires  donc  la 
fcdiion  donnera  le  centre  du  cercle  que  l'on 
cherche,  qu’il  faut  faire  de  l’intervalle  entre  ce 
centre  & le  milieu  d’un  des  cotez  du  penta- 
gne , comme  il  efl;  évident. 

PROBLEME  VII. 

Circonfcrire  un  cercle  à un  pentagone.  Eucl.  isz 
IV.  Prop.  14. 

Ayant  trouvé  comme  dans  le  Problêmepré- 
cédeht  le  centre  de  ce  cercle,  il  faut  prendre 
l’interValle  de-ce  centre  & d’un  des  ang^esda* 
pentagone,  & enfuite  décrire  un  cercle  qui 
fera  celui  que  l’on  cherche.  , 

Ma  ’ Pro- 

♦ fup.  *.  îj.  t »7.  . ' 
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Problème  VIII. 

TXans  un  cercle  faire  un  ^olyjone  de  quinze  c6“ 
tez.  Eucl.  IV.  Prop.  1(5. 

Le  cercle.  X étant  propofé  pour  y décrire 
un  quindécagone,  i°.  je  le  partage  en üx arcs 
égaux  ; le.  rayon  ell  la 
corde  de  chacun  de  ces 
arcs.  2°.  Jeprensdeux 
de  ces.  arcs , dont  le 
double  ell  latroifieme 
partie;  ainfî  la  corde 
eft  un  côté  du  triangle 
équilatéral  ABC.  3®. 

Je  fais  le  pentagone 
Al>EFC , dont  chaque 
côté  eft  la  corde  de 

l’arc  cinquième  partie  du  cercle.  Celle  de  l’arc 
troificme  partie  de  celui-ci  ,eft  le  côté  du  quin- 
décagone , dont  cinq  côtez  font  le  tiers  du  cer- 
cle , &.  par  conféquent  répondeTit  aü  côté  du 
triangle  équilatéral.  Cela  étant,  fi  £ eft  le  cô- 
té du  quindécagone  qu’on  cherche  ; car  k AD 
répondent  trois  parties  de  ce  polygone , & au-  ^ 
tant  à DE.  Ainfi  à AD  & DE  répondront  fîx  * 
[côtez.  Mais  à AB  répondant  cinq  parties  ; 
ainü  refte  fi  £ , fixieme  partie  de  A E,  pour 
le  côté  du  quindécagone. 

Theoreme  VI. 

J.'  Le  quarre  d'un  des  cotez  d'un  pentagone  efl 
/^al  aux  quarrez  d'un  des  cotez  du  décagone 
de  l'hexagone  , inferits  dans  le  même  cercle.  Eucl. 

XIII.  Prop.  10.  . 

Soit  AC  le  côté  d’un  pentagonp.  Ayant  divifé 
l’arc  AC  en  deux  parties  égales  au  point  fi , & 
mené  les  cordes  AB,BC , elles  feront  les  côtez 
du  décagone,  & ^£ou  fC  rayons  du  cercle, 

. lé- 
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feront  les  côtez  de  l’hexagone.  Il  faut  prouver 

que  ÀC  =:  /iF  —f 

Soit  menée  la  ligne  FD  jyy  \ 

coupant /iü  en  deux  par-  \ 

ties  égales  ,&  du  point  £ /y  / \ 

foit  menée  £B  ; l’on  aura  ij  / \ 

les  deux  triangles /^C/- \ 

£ C F qui*  font  fembla-  _ 

blés  ; car  ils  ont  l’angle  ^ ;^r 

C commun  : & l’angle 
CFE  eft  égal  à FAC , parce  qu’ils  font  tous  deux 
d’un  égal  nombre  de  degrez,  favoir  dej4;car 
l’arc  BQ  étant  de  35  degrez  & £Z)de  18 , ■'>C 
fera  de  54 , mefure  de  l’angle  CFD , auquel  eft 
égale  CAt  à caufe  que  !e  triangle  AFc  eft  ifofcc- 
le , & que  l’angle  du  centre  eft  de  72  degrez. 

Ces  triangles  "donc  étant  femblables  -fr  AC. 

AF.  EB  »;  donc  AF=:  AC  x £C  **. 

Maintenant  le  triangle  ifofcele  AEB  eft  fêm- 
blable  à ABC  auflrifolcele  ; car  ils  ont  un  angle 
commun,  favoir//  ; & par  conféquent  tous  les 
autres  égaux'.  Donc  -H-  AE.  AB.  AC\  donc; 

AB  ■=.  A E y.  AC  ; donc  AF  — |-  AB  = A C 
y EC  H-  A Ey  AC.  Mais  ces  deux  reétan- 
gles  font  égaux  au  quarré  de  //  C ; czv  A E 

— f-  E C ~ A C,  Donc  AC  ~ AF  — AB  j ce 
qu’il  falloir  démontrer. 

-=  ~ Corollaire. 

Le  quarré  du  côté  du  pentagone  raferit  dam  i«s 
un  cercle , ^ le  quarré  de  la  carde  qui  foutient 
l'angle  du  polygone  joints  enfemble , valent  cinq 
fois  le  quarré  du  rayon  du  cercle. 

M 3 Soit 

a /*/>.«.  10.  \>L,i.n,si.  cL.  z.Mj,  di.  j.».  u. 
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Soit  BFcôté  dti  pen- 
tagone B C dia- 

mètre du  cercle  = 2 Æ y 
& i)  £)  la  foutenante  de 
l’angle  F du.  pentagone 
=zd.  Il  faut  prouver  que 

— I — 1 — I 

BF-\-BDz=  ^/1B,ou 
hb~^dd-=z^  a».  • 

Soit  menié  DC  — c^ 

qui  fera  le  côté  du  dé- 
cagone , & formera  le  triangle  reftangle  BDC». 
Donc  dd-F  c c r=  4a  a b.  mais  par  le  Théorè- 
me précédent  bbzz  aa  cc\  joignait  cette 
égalité  avec  la  première , on  aura  pour  fomme 
.llj  ^ dd-\  ff  = aa— h Cf  -4-  qaa; retran- 
chant fc  de  part  & d’autre,  bb-\- ddz=.  ^ aa\ 
ce  qu’il  falloit  prouver. 

PROBLEME  IX. 


Un  cercle  ^tant  donné,  trouver  le  côté  du  pen- 
tagone ^ du  décazcne  d’une  autre  maniéré  que 

cercle  donné,  & fon 

nvo^  CDper^Srdairefur  M;f.ron 

CE  moitié  de  UC,  & qee  du  pomt  É Ion 
mene  EU 

teVonprenne£fe^(^ 

& qu’on  tire  D h \ je 
disque  certe  ligne  fe- 
ra le  côté  du  pentago- 
ne cherché 

Car  = B F^FC  -r 
.£C  = £F=  ED . Mais 

7J=Dc-+iï\  ■ 


‘ aL.a.w.44*  bAA**-?»*  cZr.î.B.22.  i/mp.H.7*, 
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— 2 —2  —2 

ainfî  BF r.  te  hC  z=^  DC  LC  \ donc 
— * , 

retranchant  LC  de  part  & d’autre,  BF  x FC 

— 1 — X 

^CÜ  =zBC  ;&  remettant  cette  égalité  en  pro- 
portion »,  on  aura  -H-  B F.  BC.  hC  ; donc  ^ la 
ligne  F B eli:  coupée  en  moyenne  & extrême 
raifon:&  puifqueüCou  Z>>Cert  le  côté  de  l’hex- 
agone, FC  fera  celui  du  décagone  Mais 

— » — a — 1 

Fü  = DC  -+  et  donc  DFeûIe  côté  du 
pentagone  « ; ce  qlx’il  falloir  trouver. 

Av  ERT  ISSeMEÎTT. 

Cent  ^eration  F abrégé  de  cette  maniéré.  On  i<7 
frend  BÇ  égale  au  rayon  du  Cercle , BD  égale  à 
la  corde  de  nouante , ou  au 
coté  du  quarré injcrit  dans 
' le  cercle , ^ C E égale  à 
BD  : la  ligne  DE  fera  le 
côté  du  pentagone , ^ AD 
étant  le  rayon  du  cercle. 

KF ferale côtédu décagone. Q.'Eâ  A.  , T B 

pour  démontrer  cette  0- 

peration  .de  C fahaiffe  une  perpendiculaire  fur  le 
rayon  AB , ^ D fur  ie  centre  A , ta  perpen- 
diculaire AD:  ainjî  B D ejl  la  corde  de  nomu- 
te  , à qui  CE  ejl  égale. 

Soit  pofé  AB,  AD  ou  BC  = 2æ;  ainfî  BG 
= 4<ï.  Or  i-^BG.BC. B t\  c’eft-à-dire, 

4 a.  la.  a \ donc  BAeftla  moitié  du  rayon. 
h4ais  on  a vu  dans  le  préfent  Théorème,  que 
pour  trouver  ED  côté  du  pentagone , on  a fait 
FL  = FD.  Si  donc  dans  la  pré  fente  conftruélion  . 
on  prouve  que  cette  égalité  s’y  rencontre, el- . 
le  en  fera  la  démonllration, 

M 4 Puif- 

& L.z  n.st.  W /«/.».  34.  c 1J4,  i/of.wjt, 
e /up.  n.  1<4.  f /up,  ».  ai. 
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Puifque  FB=.a^FG  fera  = 3 æ , le  reftanglc 

GFxFB,  c’eft-à-dire,  3«d=/'C  ».  Or  dB  & 
yID  étant  chacun  2 <a,  leurs  quarrez  feront  cn- 

— » —I 

^ fcmble  Saa=:DB'^  = CE  par  la  conftrudlion , 

' —a  — » . — F 

lequel  efl  égal  CF  — {-  EF . Si  donc  deCE 

.—2  ' • ' 

on  ôte /C  =3«<7,  reftera5<ï<ïpour£/' , a quoi 

2 —2  —2 

eftaulTiégalFZ^  puifqu’ileftégal^àD/^  — , 
c’eft-à-dire,  k^aa  —h  partant £0  =3 ££; 

c’dt  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

THEOREME  VII. 
ifil  Si  dans  un  pentagone  ésjuilateral  trok  angles 
pris  comme  on  voudra  font  éf^aux  ^ il  fera  ecfutan* 
gle.  Eucl.’XIII.  Prop.  7.  , 

Soit  le  pentagone  équilatéral  y^flCDE,  quia 
trois  de  fes  angles  pris  comme  on  voudra, égaux, 
favoir,  A,  C,D\  \\  faut  prouver  que  tous 
font  ^aux,  que  C = fi  = £'• 

Les  - triangles  BAE^ 

BCD,  CÜE  étant  ifo- 
fceles , dont  les  angles 
A,  C,  D égaux  lont 
compris  par  les  côtez  ^ 
égaux,  ils  feront  en  tout 
égaux  ainfl  les  ba- 
fes  fi£,  » CE  feront 
égales , comme  audî 
tous  les  angles  formez 
parles  côtez  égaux  fur  les  dites  bafes  feront' 
égaux.  De  même  les  deux  triangles  fi  £ C, 
EBD  ifofccles  ayant  tous  leurs  côtez  égaux,au- 
ront  auffi  les  anglc»£fiC , ECB , BEÜ ^BDE^ 

égaux 

a /»^.«.2|.  &*z,.  3.*I.  Î7. 
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égaux  ».  Si  à chacun  des  angles  égaux  EBC  ^ 
LCB  on  ajoute  les  égaux  ABE,  DCE^  le  total 
B fera  égal  au  total  C.  La  même  chofe  ell  pour 
les  angles  £&  L> , partant  tous  ces  cinq  angles 
feront  égaux  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

THEOREME  VI4I. 

Quand  le  rayon  d'un  cercle  eji  rationnel , le 
cbtT du  décagone  infcrit  dans  ce  cercle  efl  incom- 
mensurable , tant  en  lui-même  qu'en  puiffance  , 
avec  ce  rayon. 

Soit  B ligne  rationnelle  rayon  d’un  cercle , 
coupée  en  moyenne  & extrême  raifon  : x que  je 
fuppofe  être  la  médiane , fera  le  côté  du  décago- 
' ne.».  Or  la  médiane  x efl:  incommenfurablc , 
tant  en  elle-même  qu’eiî  puifTmce  , avec  B 
Theoreme  IX. 

• Lorfque  le  rayon  d'un  cercle  efl  rationnel^  les  17» 
cotez  du  pentagone^infcrit  dans  ce  cercle  font  in- 
commenfurables , tant  en  eux-mêmes  qu'en  puif- 
fance, avec  ce  rayon.  Eucl.  XIII.  Prop.  II. 

Soit  b ligne , rationnelle  rayon  d’un  cercle, 
t\e  côté  d’un  pentagone,  & jf  le  côté  d’un  déca- 
gone, infcrits  danslecercle  dontéefllerayon. 
Partant  bé  ^ xx  = zz  <*  : donc  puifque  le 
quarré  x x n’efl  pas  rationnel , comme  nous  ve- 
nons de  le  démontrer  dans  le  dernier  Théorè- 
me, le  quarré  ne  peut  être  rationnel®,  par 
conféquent  fa  racine  z n’efl  pas  rationnellè, 
puifque  tout  quané  qui  n’efl  pas  égal  à un  nom- 
ore  quarré,  ne  peut  avoir  pour  racine  une 
grandeur  précifément  égale  à un  nombre, 
comme  nous  l’avons  prouvé  ci-dcflus 
. De  la  quadrature  du  Cercle.  ^ 

Nous  avons  vu  B que  la  furface  du  cercle  lyx 
égcde  à un  triangle , qui  a pour  hauteur  le  ravon 

M f de 
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de  ce  cercle , ^ pour  bafe  la  circonfereuce  ; aîitjt 
une  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  Çÿ  la 
circonférence , fera  le  côté  d'un  quarre  égal  au 
cercle.  Mais  pour  trouver  cette  moyenne  propor~ 
tionnelle il  faudrait.,  te  rayon  étant  donné,  trou^ 
ver  une  ligne  droit»  égale  à la  circonférence , 
qu'on  ne  peut  trouver  , à moins  de  connoitre  la 
raifon  du  rayon  à la  circonférence  , ^ui  n'eji  point 
. connue  exactement , mais  à peu  près.  Le  cercle 
peut  être  pris  pour  un  po'ygone  d'un  nombre  infi- 
ni de  cotez  ; le  moyen  donc  le  plus  exaét  ^ le 
moins  défeélueux  de  trouver  ladite  rai j on , de/l 
de  prendre  le  plus  grand  polygone  qu'on  pourra  ; 
^ de  voir  quelle  e/l  la  raifon  de  fon  lircuit  avec 
le  dtametre  du  cercle  où  il  efi  infer it.  Arcbime- 
^ de  a con/ideré  un  polygone  de  nonantefix  cotez  y. 
dont  le  circuit  efi  au  diamètre  du  cercle  comme 
223  à ~ji  , laquelle  raifon  e/hmorndre  que  celle  de 
la  ctrcmferenee  du  cercle  au  diamètre  ypuifque  ce 
polygone  infer  it  ed  plus  petit  que  le  cercle  *.  Ar- 
chimède comparant  un  même  polygone,  mais  cir~ 
conjerit , avec  le  diamètre , il  a trouvé  que  la  rai- 
i foH  de  P un  à P autre  étoit  comme  22  i 7,  laquel- 
le efi  plus  grande  que  celle  de  la  circonférence  du 
cercle  avec  le  diamètre , puifque  ce  polygone  cir- 
conferit  e/l  plus  grand  que  le  cercle.  ^ On  a donc 
deux  raifon  s , [avoir  celles  de  a "J  l , Çÿ  de 
22  à 7 , dont  P une  efi  plus  petite, ^ P autre  plut 
gra  îde  que  la  véritable  qtCon  cherche.  Donnons 
un  même  conf/quent  à ces  deuxraifons  ,les  rédui- 
■fant  à celle-ci , félon  ce  qu'on  a enfeigné 


lyâi 

15-62 


497 


Ayant  ain/i  fuppofé  le  diamètre  de  497  parties  , 
la  circonférence  ité  cercle  fera  plus  grande  que 
15-61  , ÿ pifcs  petite  que  15-62,  Divifons  P unité 

qui 
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Îfui  efl  la  d'fferenc-  de  ces  deux  nombres 
e luoùent  jera  vo:r  que  la4*ff^rence^  dont 
Pu»  ^ Pau  re  nombre  aijfere  de  la  ventable gran- 
deur de  la  circonfe  etice  y e(î  motnure  que  la 
partie  du  diamètre  ; ce  qui  eft  peu  de  ebofe. 

Ceuxqut  ont  pris  des  polygones  plus  grands  que  *7» 
de  yioni.n‘.e  Jix  cotez  , ont  trouvé  une  r^ifon  plus 
exaéle.  'Jean  Pelt  en  cunfidere  un  de  xy6  eStez, 
dont  chacun  efl  plus  petit  que  245-45'  que  ie 
rayon  du  cercle  [oit  de  looooco;  ainji  ta  demie 
, circonférence  de  ce  polygone  e/Lplus  petite  que 
3 14^  7^’  diamètre  du  cercle  était  dune  ' ^ 

lOCOOO  y tout  le  circuit  de  ce  polygone  circonferit 
au  cercle  ferost  plus  petit  que  314176.  Or  ce  cal- 
cul qu'il  fait  dans  un  0 uvrage  imprimé  àAmJler- 
dam  Pan  1647 , ne  juppufe  aucune  extrailio»  de 
racine.  Il  ejt  fondé  fur  le  Lhéerême  fuivant. 

T HEOREME. 

'BC  étant  la  ungente  d’un 
arc  moindre  qu’un  arc  de 
quarante-cinq degrez ; &BD 
ia  tangente  d’un  arc  double; 

BC  eft  à BD  comme  le  quar- 
ré  du  rayon  AB,  moins  le 
quarré  de  BC,  eft  à deux 
lois  le  quarré  du  rayon  AB.. 

MM  3» 

, Il  faut  démontrer  queBC.  BD::  AB  —BC  . 

X 

zAB  . Puifqu’on  fuppofe  que  l’angle  B AD  eft 
double  de  B AC:  donc  AB.AD::BC.CD'^,Si. 
tomponendo  AB.  AD-\-  AB  {o\x  DE):x  BC. 

Bûf.  Partant  AB  . Dt::^C  . ÎÏd^.. 

Alternaudoy  AB  .BC::  DE  . BD  • donc 
M 6 ' ^ 
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— Z —Z  — — t 

divideudo  Sccompottettdo  AB  •~~BC  .iAB  '.‘.DR 

Z Z 

— BD  . iDE  . Ainfi  refte  à démontrer  que 
DE  —BD  . iDE  : : BC.  BD.  Car  alors 

—2  2 ' 

H-JSC  . lAB  : : BC.  BD.  puifque  deuxrai- 
fons  égales  à une  troifîcme  lont  égales  entre 

elles.  Or  DE  = AE  — h 2 AE  xAD  —h  AD 

^ Mais  AD  = AB  ( ou  AE  — f BD  f.)  Donc 

DE  =1  xAE  lAEnAlD  r+  BD  . Donc 

— » ■ — » • — ^ 

retranchant  de  part  d’autre  DE  — BD 

= 2 AE  -1-  iAE><  AD.  Or  2 AE  -1-  2 AE 

hADzziAE'aED  Donc  DE  —BD  lAE 
X ED.  Ces  deux  rcftangles  2 A E x ED  ôc 

2 ED  ont  la  même  bafe,  favoir  ED  : ils  font 
donc  entre  eux  comme  AE  ou  AB  cft  à£Z>,. 

Or  AB.  ED  : : BC.  BD:  Donc  De  — BD 

égal  à 2 //£  X £ D eft  à ^ED  comme  BC  à 
BD',  ce  qu’il  falloir  içontrer. 

173  Suivant  cette  raifon  qti^ Archtmede  établit  de  la 
circonférence  du  cercle  à fon  diamètre , favoir  cel- 
le de  ZI  à y y ou  de  ^ à 14,  ou  de  66  à 21,  qui 
e(l  toujours  la  même  raifon , la  furface  du  cercle 
e/l  au  quarré  de  fon  diamètre  comme  ii  <i  14, 
Car  foit  nommée  m la  circonférence  du  cercle., 
^ U le  diamètre , multipliant  m ^ n par  n , 
alors  mn.  nn::m.n.  \ Et  puifque  m.  n;:  44. 
14:  donc  mn.  nn::  44.  14.  Donc  le  quart  de 

m n 

• L.^.n.io,  Z»3.n.  140.  ^ L.j.n.z).  ^L.3.x>$4» 


Digitized  by  Google 


Livre  IF»  SeSlion  VI.  • 277 

m n fera  « n n comme  ii  le  quart  de  a^efi  à 14'. 
Or  le  quart  de  mn  ejl  la  furface du  cercle  * :donc 
cette  furface  ejl  à nn  quarré  du  diamètre , com~ 
me  11  efi  à 

Ai»Ji  on  aurait  trouvé  la  quadrature  du  cercle^ 
fi  on  était  afjuré  que  la  vràye  raifon  de  la  circon- 
ference  du  cercle  à fon  diamètre.,  efi  comme  22  À 
7 ; »tais  cette  raifon  n'ejl  pas  jujie , Çÿ  on  ne  con» 
noit  pas  encore  quelle 
ejllavraye.  On  connaît 
néanmoins  en  partie  cet- 
te quadrature c'eft-à- 
dire.,  qu'on  peut  affigner 
une  portion  de  cercle  é- 
gale  à une  figure  reBi- 
ligne  ; car  le  triangle 

ABC  étant  reél  angle le  demi-cercle  ADBE 
efi  égal  aux  deux  demi-cercles  A G B ^ B F G JS 
Otant  donc  les  parties  communes , favoir  A B I) 
y BCE,  il  refiera  A G B D A CEBF 
comme  deux  lunes  ou  croiffans  ^qui  feront  égales 
au  refie  du  demi- cercle  AD  BEC,  lequel  refie 
efi  le  triangle  ABC. 

On  voit  aujfi  à F œil 
que  la  figure  A E B F 
C G D H , femblable  au 
couteau  à pié  des  Cor- 
donniers, efi  égale  au 
quarré  A B C D .*  car  Al 
par  la  conflruéiion  les 
parties  AHD  =AEB 
= BF  C = CGD. 

Les  feules  figures  font 
voir  q:iun  triangle  cir- 

confcrit  à un  cercle  efi  quadruple  de  î*infcrit , que 
le  quarré  circonfcrit  efi  le  double  de  l' infer it , que 

M 7 ■ • l'hexa- 

* L.i,n,in.  \fuf.n.T9. 
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f hexagone  circonfcrit  ejl  à Piufcrit  comme  4 3 ' 

Remarquez  ici  eHpaJfant^  que  pour  couper  géo~ 
métriquement  une  lij^ue  comme  B E f»  trois  par- 
ties égales,  il  faut  faire  qu'elle  fait  le  côté  d'u» 
triangle  équila- 
téral infcritdans 
un  cercle  ; après 
ayant  fait  P hex- 
agone  ief  coupé 
les  cotez  de 
P hexagone  par 
des  perpendicu- 
laires, vous  trou- 
verez que  les 
perpendiculaires 
couderont  BE  en 
trots  parties  é^a- 

if/BC,CD,DE. 


Voilà  un  ‘Théorème  général , qui  donneunecotf- 
tioijfance  fort  étendue , de  ce  qu'on  peut  f avoir  de 
cette  matière. 

t7<  Quand  de  deux  polygones  inferits  l’un  a deux 
^ fois  plus  de  côtez  que  Fautre le  plus  grand 
eft  au  plus  petit,  comme  le  rayon  du  cercle 
cfl;  à l’apôthême  du  plus  petit. 

‘L  efi  un  polygone  dont  P apothème  ejl  AB,  *5* 
yi  un  polygone  qui  a deux  fois  plus  de  cotez.  Tu 
. furface  de  3L  ejl  égale  à autant  de  fois  le  trian- 

gla 
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gle  D A E , ^fte  2 a de 
cotez  ; Ç5’  U eji  clair  y 
fu*  ajout  ont  à chacun  de^^ 
ces  triangles  le  triangle 
DCE,  on  aura  lafurface  1 1 
de  X qui  ejl  à cele  de  Z,  ; 
comme  le  le  rhomboïde  de  \ 

A E C D ejl  au  tric  ngU^ 

DAE.  Or  ces  deux  figu- 
res font  l'une  à l’autre 
tomme  le  rayon  AC,  efî  E 

à AB,  qui  ejl  l'apothème  de  Zj  car  les  fur  foc  es 
des  deux  triangles  DAE  Çff  DCE  , qui  ont  mi^ 
me  bafa , font  comme  leur  hauteur  A B C3^  B C ; 
ainfi  de  tous  autres  polygones  y dont  l'un  aura  deux 
fbis  plus  de  cotez  que  F autre. 

Si  on  div  fe  le  polygone  X pour  en  faire  un  qui 
eût  deux  fois  plus  de  cotez  y q>te  je  nomme  Y ; il 
en  jera  de  m 'me  : b’  H remarquer  que 

TL  y le  premier  polygone  y fera  à ce  frotjieme  Y 
comme  le  plan  de  l'apothème  du  premier du  fé- 
cond ejl  au  quarri  du  diamètre  ; ce  que  je  démon- 
tre a'tnfi.  Soit  l'apothème  du  premier  nommé , m j 
celui  du  fécond  y Tïÿ  ^ le  rayon  ]/i  y félon  ce  qui 
» été  démontré. 

J Z.  X::  m.  k. 

< X.  Y::  n.  k. 

En  multipliant  les  antécédens  par  les  antécé^  ^ 
dens  y y les  conféquens  par  les  conféquens , 

ZX.  XY::  mh.  kk. 

OrZX.  XY;;  Z Y;  domyZ.Y'.i  mn.kk. 
Le  premier  polygone  Z fera  au  troifieme  polygone 
Y , cemme  m n plan  de  F apothème  du  premier  ^ 
du  fécond  ejl  à k k quarré  du  ray  oh. 

Par  cette  méthode  on  démontre  que  le  premier 
fohgone  ejl  au  quatrième  , comme  le  folide  fait 
de  l'apothème  du  premier , du  fécond  ^ du  troi- 

fiC'~ 
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fteme  ejl  au  cube  du  rayon  du  cercle  ; ainli  de  fui- 
te à Pinfini. 

177  L'apothème  d'un  quarré  infcrit  efl  la  moitié 
d un  des  cotez  j ainji  un  cjuarré  ep:  à un  oélogone 
comme  la  moitié  dé  un  de  Jes  cotez  ejl  au  rayon  du 
cercle  où  il  efl  infcrit  ; ou  ^ ce 
qui  efl  la  même  chofe , comme 
un  de  fes  cotez  efl  au  diamètre 
du_  cercle.  C'efl  pourquoi  on  a 
droit  de  conclure  qu'un  quarré 
dans  UH  cercle  efl  à un  polygo- 
ne qu'on  a fait  d'une  infinité 
de  côteZ  en  doublant  toujours  les  cotez , c'efl-à- 
dire^d'un  quarré  qui  fait  un  oSogone^d'un  oéîo- 
gone  un  polygone  de  feize'  cotez  , dinji  de.  fuite  , 
lequel  polygone  peut  être  conftderé  comme  uncer- 
cle  ; on  peut , dis-je  , conclure  que  le  quarré  efl 
au  cercle  comme  une  grandeur  faite  de  la  multi- 
pltcaiioH  de  tous  les  apothèmes  de  ces  polygones  y 
à',  la  plus  haute  putffance  du  rayon  du  cercle.  Mais 
ce  n'efl  prefque  rien  fauoir  \ car  outre  qtéon  ren- 
contre des  raifons  four  des  fle  rayon  ^ le  diamètre 
font  divijibles  à l'infini  j ainfi  on  ne  peut  point 
comprendre  le  nombre  de  tous  ces  apothèmes.  // 
ep  donc  impofpble  d'arriver  par  cette  voye  enfin 
à un  polygone  égaLà  un  cercle.  Cette  figure  efl 
ainfi  incompréhenfihle , quoiqu'elle  foit  la  plusfim- 
ple  de  toutes  les  figures  de  Géométrie, 
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DE  LA  MÉSURE 

DE  LE  T E N D U E. 

LIVRE  CINQUIEME. 

De  la  troifieme  efpece  d’Etendue , c’eft- 
à-dire  des  Solides  ; comment  les  Solides 
fe  forment  & fe  mefurent. 


SECTION'  PREMIERE. 


Des  Serions  & Rencontres  dés  Plans  , 
dont  on  pcùt  concevoir  qu’im 
Solide  efl  formé. 


Avertisse.  MENT. 

N peut  concevoir  qtt'un  Solide  , quel 
qu  il  foit  , efl  compofé  de  differens 
plans  pofez  les  uns  fur  les  autres  \ ou. 
qu'il  efl  fait  par  le  mouvement  d'un 
feul  mû  d'une  certaine  maniéré.  Aufji^ 
felouque  deux  ou  plufeurs  plans  fe  coupent  oufe 
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rencontrent , iU  forment  des  Solides  ; ce  qui  nous 
9bl\z,e  en  traitant  des  Solides , de  commencer  far 
la  rencontre  feSlion  des  Plans. 

Propofitions  évidentes  touchant  les 
Plans. 

Proposition  L. 

1 Une  ligne  droite  en  fe  mouvant  le  long  cPane 
autre  ligne , qui  e/l  droite  Ç5’  immobile , gar- 
dant avec  elle  une  mime  Jituation , fait  une  fu- 
perficie  plane  ou  un  plan. 

Cette  fupeificie  a toutes  fes  parties  entre  fes 
extréraitez  également  pofées  ; car  elles  font  fai- 
tes uniformément:  Et  çe  qui  fait  fa  différence 
des  autres  fuperficies,  qui  ne  font  pas  planes, 
c’eft  que  félon  la  maniéré  dont  elle  eft  faite , on 
lui  peut  appliquer  en  tous  fens  une  ligne  droite, 
comme  on  le  va  dire. 

Proposition  II. 

2 Une  ligne  droite  peut  être  appliquée  en  tout 
fens  à une  furface  plas:^  £5’  co'itvctfir  avec  elle. 

Proposition  III. 

3 La  furface  d-un-  plan  eji  la  plus  courte  qsC on 
• puiJJ'e  Concevoir  entre  les  bornes  de  ce  plan. 

Car  un  plan  eft  eprapofé  de  lignes  droites, 

, qui  font  les  plus  courtes  qu’on  puifte  conce- 
voir entre  leurs  extrémitez.  Mais  je  ne  dis  pas 
que  toute  furface  qui  eft  la  plus  courte  entre  . 
les  bornes,  eft  un  plan  ; car  entre  deux  lignes- 
qui  font  à quelque  diftance  l’une  de  l’autre, 

& qui  ne  font  pas  pofées  de  la  même  manié- 
ré , fl  on  mene  des  lignes  droites , on  fera  Une 
fuperficie  la  plus  courte  qui  puifl'e  être  entre 
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ces  deux  lignes , mais  elle  ne  fera  pas  un  plan  ; 
ainfî  quoiqu’il  (oit  vrai  que  tout  plan  e(l  ui^ 
furface  la  plus  courte  qu’on  conçoive  entre  Ict 
bornes , néanmoins  toute  furface  la  plus  coui;- 
te  entre  fes  bornes  n’e(t  pas  un  plan. 

'Proposit'ion  IV. 

Un  plan  élevé  fnr  un  plan  e(l  perpendiculaire  4 
fur  ce  plan^  lorfqu’il  ne  panebe  pas  plus  eC un  co- 
té qfie  de  Vautre. 

Proposition  V. 

Deux  plans  font  parallèles  , lorffue  •dans  toutes  5 
leurs  parties  ils  font  à une  égale  diflan*e  Vun  de 
Vautre , y qu'étant  prolongez  ils  ne  fe  rencon-  ^ 
trent  point. 

Proposition  VI. 

On  peut  prolonger  un  plan,  ou  le  concevoir pro-  <5 
longé  de  tous  cotez , autant  qu'il  fera  néceffaire. 

Proposition.  VIL 

Une  ligne  droite  ne  peut  être  en  partie  fur  un  j 
plan,ijf  en  partie  en  Vair . Eucl.XI.  Prop.  I. 

Car  pour-lors  cette  ligne  ne  pôurroit  être  ap- 
pliquée à ce  plan , «St  convenir  avec  lui;  ainfi, 
félon  la  fécondé  Propofition , ce  plan  ne  \t- 
roit  pas  plan.  Outre  cela  on  peut  concevoir 
que  la  partie  de  cette  ligne  qui  (croit  dans  le 
plan  étant  prolongée  , demeureroit  toujours 
dans  le  plan  , ce  feroit  donc  une  autre  ligne 
que  celle  qui  feroit  en  l’air;  ces  deux  lignes 
néanmoins  ayant  deux  points  communs,  ne 
peuvent  pas  être  differentes  *.  . • 

Proposition  VIII. 

Deux  lignes  droites  qui  fe  coupent  peuvent  être 
conçues  dans  un  mime  plan.  Eucl.  XI.  Prop.  2. 

Le» 
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Les  lignes  DB  &cEC 
le  coupent: ayant  mené  ^ 

c§tre  /fB  & /fC  des  li- 
gnes droites , on  aura 
une  fuperficie,  qui  eft  un  q 
3lan:  car  on  y peut  ap- 
cliquer  une  ligne  droite,  & cette  fuperficiecft 
ian  j^ourte  qu’on  puifre  concevoir  entre  les 
ifan?  ^ feront  fur  ce  plan;  lequel 

«tant  prolongé, fi  AD  qui  font’parties 
des  lignes  BD  à.  EC  ne  fe  trouvent  p^  dans 
« même  plan,  80  & CE  feront  onp^aniffü? 

voiV  1,°*'  " îu'on  vient  de 

voir  être  impoflîble. 

Proposition  IX. 

’^ut  triangle  pent  être  coupu  dam  un  plan. 

L-elt  une  luite  de  la  Propofition  précédente. 

Proposition  X. 

La  commune  feSlioMourencontre  de  deux  plansr 
ejlune  ligne  droite.  Eucl.  XI.  Prop.  3. 

O ^ ? fe  coupent.  Les  extrémitez  de  leur 
leétionfont  les  points  E 
&/’,  entre  lefquels  on  a 
mené  une  ligne  fur  Z à: 
une  fur  aV.  Si  ces  deux  li- 
gnes n’étoient  pas  une 
même  ligne,  on  pourroit 
mener  entre  deux  mê- 
mes  points  plus  d’une  ligne  droite;  ce  qui  elt 
impolîible  *.  La  feétion  de  ces  deux  plans  ne 
peut  donc  être  qu’une  ligne  droite. 

Proposition  XI. 

Une  ligne  droite  telle  que  AB  élevée  Cur  le 
■plan  A J doit  être  cenfée  perpendiculaire  hrfque 

▼ 4#.  1»  n.  15* 
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de  A fo»  pié  , comme  centre , 
ayant  fait  un  cercle  , 13  fin 
Jommet  ejl  /paiement  éloigné  de 
la  circonférence  de  ce  cercle  ; ^ 
fl  cela  n'eft  pas  , elle  ne  peut  être  , , 
dite  perpendiculaire.  \ 

Cela  eft  conforme  à la  notion  de  la  lifne 
perpendiculaire,  qui  ne  panche  pas  plus  d’un 
côté  que  d’autre.  ' 


Proposition  XII. 


Concevant  que  tJZ  une  ligne 
perpendiculaire  fur  le  plan  X , 
ejl  mûe  d'un  mouvement  droit 
uniforme  filon  une  ligne 
droite  telle  que  A B , elle  fera 
le  plan  Z , qui  fera  perpendi- 
culaire en  toutes  fis  parties  fur 
le  plan  X. 


Proposition  XIII. 

Si  la  ligne  E D perpendiculaire  fur  A B fic- 
tion de'Lff  9e  fi.  efl  perpendiculaire  fur  X , tout 
le  plan  Z eji  perpendiculaire  fur  X. 

Car  on  peut  concevoir  que  !é  planZeftfait 
parle  mouvement  droit  & uniforme  deZ>£  fur 
AB  \ ainfi  par  la  Propofition  précédente,  le 
plan  Z eft  perpendiculaire  fur  le  plan  X. 

Theoreme  I. 

Entre  deux  lignes  parallèles  ou  non , qui  font 
“■  dans  un  même  plan,  ou  entre  une  ligne  ^ un  point, 
on  ne  peut  concez  oir  qu'un  même  plan  , dans  le- 
• quel  efl  toute  ligne  droite  menée  entre  deux  Ifines. 
Eucl.  XI.  Prop.  7. 

Car  fi  on  veut  concevoir  deux  plans,  l’un  fera 
p’.us  grand  ou  plus  petit;  ce  qui  ne  peut  être  ^ 

puif- 
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puifque  ♦ toute  fuperficie  qui  n’eft  pas  la  plus 
petite  entre  fes  bornes , n’eft  pas  un  plan.  Ils 
feront  donc  égaux  ; ce  qui  étant , ils  ne  font  pas 
differens  : car  ti  on  veut  dire  qu’ils  font  pofez 
l’un  fur  l’autre,  con\me  ils  n’ont  point  d’épaif- 
feur,  ils  ne  peuvent  faire  qu’un  feul  plan. 

THEOREME  II, 

15  Deux  plans  nui  conviennent  en  trois  poijiisqtft 
ne  font  pas  fur  la  mime  ligne  , conviennent  en- 
tièrement. 

i».  Entre  deux  des  points  donnez,  on  ne 
peut  concevoir  qu’une  ligne  droite.  20.  Entre 
cette  ligne  droite  &,  le  troifieme  point  donné, 
on  ne  peut  concevoir  deux  dilferens  plans, par 
la  Propofition  précédente:  ainfî  la  partie  de  ces 
deux  plans  entre  ces  trois  points  eft  une  même 
chofe  ; par  conféquent  fi  on  prolonge  cette 
' partie, ce  ne  fera  qu’un  même  plan;  ainfi  ces 
deux  plans  ne  feront  pas  dilferens. 

Corollaire. 

16  Lapojitiond'un  plan  ne  dépend  éhtc  que  de  trois 
points , qui  ne  foient  pas  fur  une  même  ligne. 

Ou.,  ce  qui' eft  la  même  chofe,  trois  points 
. qui  ne  font  pas  jur  une  mime  ligne  étant  donnez^ 
te  plan  ejl  donné. 

T H E O R E.  M E III. 

17  Si  ÿfommet  de  la  ligne  AB  élevée  ftsr  le  plan 
^ Y.  eft  également  éloigné  de  C,  D,  E trois  points 

également  dtJléHS  d*  fon  pié  A,  cette  ligne  efl 
pcrfenSculaire  fur  X. 

I».  Concevons  dans  ie  plan  A"  un  cercle  éga- 
lement diftant  de  ij,qui  palTeparC,D,£,qu’oa 
a fuppofé  en  égale  diftiice  de  B. 

20.  Con- 
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2°.  Concevons  un  fé- 
cond, cercle  dont  /i  foie 
le  centre , qui  pafle  par 
les  trois  points C .Û^E 
auffi  également  éloignez 
de  À par  l’hypothefe. 

Ces  deux  cercles  » ne 
font  qu’un  même  cercle.  Donc  AB  eft  per- 
pendiculaire Ç\xr  X\  ce  qu’il  falloir  prouver. 

PROBLEME  I. 

D'un  point  donné  en  Pair,  comme  eft  B , ahaif-  ^8  . 
fer  uneperpendicuEire  furie  point  X.  Eucl.  XL 
Prop.  II.  {^meme  figure.) 

Je  tire  à diferetion  deux  lignes  droites  CE 
& appliquant  une  pointe  du  compas 
fur  B , avec  î’autreje  prens  les  points  C\D,E 
également  dilhns , par  lefquels  c je  fais  pafler 
un  cercle , au  centre  duquel  je  mene  de  B una 
ligne  qui  fera  perpendiculaire  par  le  Théorè- 
me précédent. 

Theorekie  IV. 

Si  une  ligne  eft  perpendiculaire  fur  le  point  de 
U fecîion  de  deux  lignes  qui  font  fur  le  plan , elle 
l'ift  fur  tout  ce  plan.  Eucl.  XI.  Prop.  4." 

Car  ayant  pris  dans  ces  deux  lignes  de  part  & 
d’aujrc  du  point  de  feétion  des  points  égale- 
ment éloignez,  le  fommet  de  la  peipendiculaire 
fur  ces  li^es  fera  également  éloigné  de  quatre 
points  qui  font  fur  ce  plan  <*  ; partant  cette  ligne 
fera  perpendiculaire  fur  tout  le  plan 
TheoremeV. 

La  ligne  droite  KB  toute  autre  dans  le  plan  20 
Z menée  par  A pié  de  la  perpendiculaire  A G 

a L.  I.  II.  b a.  II.  t L,  i,  %.  %-j, 
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fur  ce  plan^  efl  perpendiculaire  fur  AC  ^ ou  AG 
eft  pe^endiculaire  fur  toutes  les  lignes  droites  du 
plan  Z $'«/  paffent  par  A. 

De  A pié  de  la  perpendiculaire yfC , je  décris 
un  cercle  A«,  & je  prolonge  la  lign^  BA  de 
forte  qu’elle  coupe  X en 
D6lB.  Si  C , fommet  de 
la  perpendiculaire  /fCn’eft 
pas  également  diftant-de  D 
& de  fî , alors  AC  ne  fera 
pas  perpendiculaire  fur 
AB  * ; mais  aufli  AC  ne  fe- 
ra pas  perpendiculaire  fur 
le  plan  Z'’;ce  qui  eft  contre  l’hypothefe.  AB 
rencontre  donc  perpendiculairement  AC  ; ainft 
de  toute  autre  ligne*du  plan  Z , qui  paflè  par  A. 

J TheoremeVI. 

21  St  AC  une  ligne  droite  rencontre  perpendiculai- 
rement dans  un  même  point  trois  autres  lignes  droi- 
tes AB , AF  , AG , ces  trois  lignes  feront  en  un 
même  plan.  Eucl.  XI.  Prop.  5.  (même  figure.) 

Soient  AB  & AF  dans  le  plan  Z , & que  AG  '* 
n’y  foit  pas , mais  fur  un  autre  plan.  Concevant 
un  troineme  plan  T qui  palfe  par  AC  AG 
qui  étant  prolongé  coupera  Z ; cette  ligne  ZC 
• fera  perpendiculaire  fur  ce  plan  Z <=  : donc  elle 
le  fera  auffi  fui^a  ligne  de  feftion  de  Z & de  , 

& par  la  fuppofition  elle  l’eft’fur  AG  ; ainfifur 
AC  & au  même  point  A y il  y aura  deux  per- 
pendiculaires, ce  qui  ne  peut  pas  être 

PROBLEME  II. 

Sur  le  point  A dans  le  plan  Z > élever  une 

a£.  I.M.40.  b faf.  r..  11.  C 
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ferpenâtcnlatre.  Eucl.  XI.  Prop.  12.  ( mimefip;.  ) 

Il  faut  de  A centre  faire  un  cercle  ; toute  ligne 
qui  defeendra  d’un  point  également  éloigné  de 
ce  cercle , fera  la  perpendiculaire  qu’on  de-  . 
mande. 

Mais  pour  trouver  méchaniquement  ce  foiut , il 
faut  fe  fervir  de  deux  Equerres  appliquées  par  un  de 
leurs  cotez  far  deux  differentes  lignes  tracées  fur 
ce  plan,  iff  au  point  de  leurfeélion  ,faifant  etnve- 
nir  enfemile  autre  côté  dejdites  Equerres  ; ce  qui  fe 
feroit  auffi par  le  moyen  d'une  ficelle  ^ eTanplomb, 
fi  le  plan  était  horizontal  ou  de  niveau',  car  pour-lors 
chaque  point  de  la  ficelle  feroit  le  point  cherché. 

THEOREME  VIL 
On  ne  peut  d'un  point  fur  un  plan  élever  qu'une  2'^ 
perpendiculaire.  Eucl.  Xl.  Prop.  13.  fig.'préçéd. 

C^ue  cela  ne  foit , concevons  que  lur  le  môme 
point  A ,on  élève  les  deux  lignes  A E AC 
qu’on  fuppofe  perpendiculaires,  & que  de  A 
comme  centre  on  décrive  X un  cercle  : les 
points -£  (Sc  C foinmets  des  deux  lignes  égales 
AE  & AC  étant  differens  ne  peuvent  être  éga-  . 
lement  éloignez  de  la  circonférence  du  cercle 
A';  partant  elles  ne  font  pas  toutes  deux  per- 
pendiculaires fur  le  plan  Z 

THEOREME  VIII. 

D'un  point  hors  d'un  pian  on  ne  peut  mener  24 
qu'une  perpendiculaire  fur  ce  plan. 

Soit  A le  point' donné  au 
deflus  d’un  plan  d’oli  on  fup- 
pofe qp’on  a mené  deux  per- 
pendiculaires , favoir  A B & 

AC  ; je  joins  leurs  pies  B &.C 
par  la  ligne  DC.  Ces  trois  points  ^ A ,E,  C,font 
le  triangle  ABC  qui  fepeut  concevoir  dans  un 

N . mê- 
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même  plan  •.  Les  angles  ABC  à:  ACB  que 
font  les  perpendiculaires  AB  &.  AC,  font 
droits.  Donc  ABC  auroit  plus  de  deux  angles 
. ^ droits  ; ce  qui  ne  peut  être  >>. 

COROLLA  IRlt. 

25  Si  le  plan  X ejl  perpendiculaire  furie  plan  Y.  ^ 
Çff’  que  de.  A point  dans  le  plan  X on  abaijfe  une 
perpendiculaire  fur  Z,  cette  ligne  tombera  fur 

mi  feaionde^^  deZ.  Eucl.  XI.  Prop.  38. 

( Même  figure.  ) 

Que^  cela  ne  foît,  & qu’une  perpendiculai- 
re tombe  de  A fur  C hors  de  la  ligne  iTfiV;j’a- 
baifle  AB  perpendiculairement  fur  ÂIN-,  ainfî 
comme  B eft  dans  la  fcêlion  de  X .&  de  Z , il 
y a fur  Z deux  perpendiculaires  A B AC 
menées  d’un  même  point  A ; ce  qu’on  vient 
de  voir  être  impoflible.  ' 

Theoreme  IX. 
a<5  La  ligne  perpendiculaire  ejl  la  plus  courte  qu'on 
puijfe  mener  d'un  point  hors  d'un  plan  fur  ce  plan. 
(Figure  ci-deflus. ) 

Le  point  donné  efl  , la  ligne  AB  eft  per- 
pendiculaire , AC  ne  l’eft  pas.  Il  faut  prouver 
quç  AB , eft  plus  courte  que  AC.  Pour  cela  je 
joins  C par  une  ligne  droite.  Le  triangle^ 
ABC  fe  peut  concevoir  dans  un  même  plan 
Or  AB  perpendiculaire  fur  B C,  eft  plus  courte 
que  l’oblique  AC^  \ ce  qù’il  falloir  prouver. 

Corollaire. 

Donc  la  mefure  de  la  dtjiance  d'un  point  hors 
d'un  plan , à ce  plan , doit  être  une  perpendicu~ 
laire. 

Puilque  cette  perpendiculaire  eft  la  ligne  la 
plus  courte,  & qu’on  ne  peut  mener  qu’ùne 
feule  perpendiculaire. 

Th  E 0- 

• Jup.  ».  9>  b L.  2.  ».  79,  c /mf,  ».  9.  d r 3> 


9 


2^1 


Livre  V.  SeSlîon  /. 

Theoreme  X. 

Demx  lignes  étant  perpendicniaires/fer  un  mêm.  28 
plan , OH  les  peut  concevoir  datts  un  même  plan. 
Concevons  qu’on  a mené 
parle  pié  des  deux  lignes 
^BScCD  perpendiculaires 
fur  X,  une  troifîeme  ligne 
BD , fur  laquelle  concevons 
que  ÀB  oü  CD  fe  meuve 
uniformément  & toujours 
perpendiculairement,  elles  feront  un  plan  •; 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

T H K o R E M e XL 
AB  Çff’  CD  (même figure^  perpendiculaires  29 
fur  le  plan  X,  font  pardlleles  fi  de  deux  para- 
leles  l'une  eft  perpendiculaire  fur  le  plan  X an- 
tre le  fera.  Eucl.  XL  Prop.  6.  & 8- 

I».  Soit  menée  la  ligne  fiD  parle  pié  de  ÂB . 
&deCD , lefquellcs- lignes  *»  (ont  perpendicu- 
laires fur  BD:  donc  ces  trois  lignes /f  B , CD , 

BD  peuvent  être  dans  un  même  plan^.  Ainfi  ' 
//B  & CD  étant  perpendiculaires  fur  BD , el- 
les font  parallèles 

2°.  Si y^B  & CD  font  parallèles,  & que  '/IB 
foi t perpendiculaire , je  dis  que  CD  le  fera  aufli; 
car  ayant  mené  BD,  la  ligne /fS  fera  perpen- 
diculaire fur  ED  « : donc  CD  parallèle  à À B,  ett 
auifi  perpendiculaire  fur  BD  ce  qu’il  falloit  ' 
prouver. 

Theoreme  XII.  , 

La  feélion  AB  de  deux  plans  Z Çÿ  X ^tfui  font  09 
perpendiculaires  fur  Y,  efl  une  perpendiculaire 
fur  le  même  plan.  Eucl.  XL  Prop.  19. 

10.  Cette  Teftion  efl:  une  ligne  droite  e , & 
puifque  les  plans  Z & JTfontperpendiculaires 
■ ■ N 2 far 

Zfuf.n.i.  hj«p.n.za.  cfup.n.ti.  à 
tfup.n.zoa  g/uf.n.iQ, 
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fur î”, la  lij^e  AP  entant 
qu’elle  eil  confideréeen 
Z ne  peut  être  conçue 
penchante  de  part  & 
d’autre  de  Z : Et  par  la 
même  rai  Ton  , entant 
qu’elle efl:  confideréeen 
X ^ on  ne  peut  pas  con- 
cevoir qu’elle  panche 
de'côté  ou  d’autre  de  ce 
plan;  partant  on  peut  concevoir  pour  le  moins 
trois  points  dans  le  plan  T également  éloignez 
de  P , qui  feront  auflTi  également  éloignez  de 
aiufi  AP  eft  perpendiculaire  furie  plan  T - 

T H E O R E M E XIII. 

ZjO.  feéîiûH  de  ^ ^ de  "Z.  étant  perpendiculaire 
fur  X -,ce  s deux  plans  ^ quelque  autre  ejue  ce  fait 
dont  AP  fera  la  feéiion  , feront  perpendiculaires 
fur  Y.  Eucl.  XI.  Prop.  i8.  {rnime fig.) 

Car  tous  ces  plans  peuvent  être  conçus  faits 
parle  mouvement  de  AP  f- 


'THEOREME  XIV. 


^2  Si  trois  points  dans  fin  même  plan  -,  êsf  non  fur  , 
me  même  ligne , font  également  diflans  d'un  fé- 
cond plan  ^ ces  deux  plans  font  parallèles. 

La  pofition  d’un  plan  ne  dépend  que  de  trois 
points  i:;  par  conféquent  fi  trois  points  d’un 
plan  font  également  diftans  d’un  fécond  plan , 
ces  deux  plans  font  également  di  fians  dans  tous  _ 
leurs  autres;  ainfi  ils  font  parallèles. 

T H E O R E M E X 

33  Les  plans  X^  Z étant  parallèles  ^fi  la! igné  AB 

’ ed  perpendiculaire  fur  elle  le  fera  auffi  furZ, 
Et  fl  e[i  perpendiculaire  fur  X^  fur  Z , ces 

deux  plans  font  parallèles.  Eucl.  XL  Prop.  14. 

Si 
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Si  on  prétend  que /^jS  perpendiculaire  fur  A' 
ne  l’ell  pas  fur  Z , concevons  qu’on  ait  élevé  au 
point  Â vers  Z une  ligne  perpendiculaire  telle 
que  , elle  fera  plus  courte  que  AB  *.  De  C- 
je  conçois  une  perpendi- 
culaire fur  A",  qui  fera: 
encore  plus  courte  que 
AC , partant  plus  que 
A B ; ainfi  le  point  D 
s’approchera  plus  de  Z 
que  A ; ain<i  c & Z n’étant  pas  en  égale  diftan- 
çe,  ils  ne  font  pas  parallèles  ; ce  qui  ell  con- 
tre l’hypothcfe.  Une  ligne  donc  qui  eft  per- 
pend.cula.re  fur  l’un  de  ces  plans , l’eft  aulli 
fur  l’autre.  Le  relie  ell  aifé. 

THEOREME  XVI. 

Les.feAio»s  Ali  ^ CD  de  deux  plam  paralU-  34. 
les  coupez  par  un  troijieme  plan , font  des  lignes 
far  aile  le  s.  Eucl.  XI.  Prop.  l<5. 

Ces  fedbions  Ali  & CÜ 

font  des  lignes  droites  t,  ÿq  T 

Jefquelles  font  dans  le  troi- 
fieme  plan,  où  étant  pro- 
longées, èllcs  fe  rencon- 
treroient  fi  elles  n’étoient 
pas  parallèles  ; par  confé- 
quent  les  deux  autres 
plans  où  elles  font  étant  prolongez , fe  rencon- 
treroient  aulîî , ainfi  ils  ne  feroient  pas  parallè- 
les, contre  la  fùppofition.  On  ne  peut  donc 
pas  dire  que  AB  & CD  ne  font  pas  parallèles.  . 

THEOREME  XVII. 

ZjCs  lignes  droites  parallèles  à une  tnime  ^auoî- 
que  fur  differens  plans , font  parallèles  entre  elles. 
Eucl.  XI.  Prop.  9. 

* T *r 
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Soit  CE  parallèle  à AR  ,.à  laquelle  DF  àzx\v 
un  autre  plan  ell  aulT  parallèle  ; je  dis  que  C£ 
ù.  DF  font  parallèles  ntre  elles. 

Du  point  B j’éleve 
fur  AB  perpendiculai- 
, rement  BC  &,  BD, 
coupant  C£,  DF,  aux 
points  C D.  On 
peut  concevoir  un 
plan  par  les  trois 
points  BC D*;  AB 
perpendiculaire , tant 
fur  BD , que  fur  BC , fera  perpendiculaire  fur 
ce  plan*»;  mais  CE  &.  ÜFéiant  pofées  parallè- 
les à AB  , feront  auflii  perpendiculaires  fur  ledit 
plan  & parallèles  entre  elles  •=  ; ce  qu’il  falloit 
prouver. 

Theoreme  XVIII.* 

3^  Routes  lignes  parallèles  dans  le  plan  X , reneon- 
trant  d'autres  lignes  auffi  parallèles  dans  le  flan 
Z ,1  font  entre  elles  les  anj^les  é^aux.  Euclid.  XI. 
Prop.  lO.  ^Même  figure.) 

BD  & NO  fbnt  parallèles  entre  elles  fur- le 
p4an  X ; & BC,  & MN  fur  le  plan  Zr  il  faut 
prouver  que  f angle  CBD  eftégal  à MNO.  Pour 
celajemene  DPSLCÊ  parallèles  à /^S.  Puifque 
les  parallèles  entre  parallèles  font  égales,  car 
elles  font  les  mêmes  angles  •*,  par  conféquent 
égales  ; puifque , dis-je , CE  cft  parallèle  à DF 
par  le  Théorème  précèdent  : partant  BD=:NO 
^BC  NM  & CD  = MO  ; donc  les  trian- 
gles CB  & MNO  font  égaux  & femblables, 
ainfi  l’angle  CB  D tfï  égal  à M NO  ; ce  qu’il 
falloit  démontrer. 

' Théo* 

a Ap.  n.  9.  b Ap.  m.  ip.  C fup.  ».  z#. 

<l 'E.  Z.  n.  27.  e L,  2,».  (I*. 
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Tmeoreme  XIX. 

Deux  lignes  AB  AC  qui  fe  rencontrent  au  37 
J^int  A , font  parallèles  à deux  autres  lignes 
ED  y DF  qui  fe  rencontrent  en  D,  fi  elles  ne 
font  point  fur  un  même  plan  ylesplans  J^Qt^  EF, 
font  parallèles.  Eucl.  Ai.  Prop.  IJ. 

De  A Toit  menée  une  perpendiculaire  furie 
plan  EF  qu’elle  rencontre  au  point  G , duquel 
je  mene  G//paral- 
lele  à DE,&  GI 
parallèle  à DF: 
donc  par  le  Théo- 
rème 17  ABEc 
GH  font  parallè- 
les, comme  auflî 
AC  &,  G/:  amfi 
AG  étant  perpen- 
diculaire fur  GI 
! de  fur  G H par  la 

conllruélion , le  fera  auflî  fur  AC  & fur  AB  f , 

& partant  fur  le  plan  BAC  4.:  ainfi  il  faut  que 
ces  deux  plans  k)ient  paraUeles  ; car  s’ils  ne- 
l’étoientpas , ilsfe  rencontreroient  étant  pro- 
longez en  quelque  point,  d’oü aux  points & 

G,  on  pourroit  mener, des  lignes  droites  qui 
ne  feroient  donc  pas  parallèles , contre  ce  qui  a 
été  démontré , puifque  AG  étant  perpendiculai- 
re fur  lefdits  plans , le  doit  être  fur  toutes  les  li- 
gnes tirées  fur  eux  par  les  points  A &Gj:;ce 
qui  neferoitpas , lices  lignes  concouroient.  • 

T H E O R E M E XX. 


Deux  lignes  droites  coup/es  par  des  plans  pa-  38 
ralleles font  coupe'es  proportionnellement,  Eucl. 

XI-  Prop.  17. 

Soient  deux  lignes  droites  AB , CD,  coupées 
' N 4 -par 


' EUmem  de  Géometrk. 

par  trois  plans  parallèles  X^T,  aux  points 
A,  L,  B,  D,  My  C-,  je  dis  qu’elles  l'ont 
coupées  propor- 
tionnellement , 
c’eft-à-dire  /iL. 

LB:.:  CM. MD. 

Car  fur  chaque 
plan  des  extrémi- 
tez  -Y&  2,  foient 
joints  les  points 
de  feélion  par  les  droites  AC  & BD , tirée 
la  diagonale  AD  rencontrant  le  plan  T au  point 
iV,  duquel  on  tirera  par  les  points  de  feftion 
L M les  lignes  L N &.  M N.  Le  triangle 
ABD  pourra  être  conçu  dans  un  plan  com- 
me aulïï  celui  ADC  dans  un  autre , fi  ce  n’eft 
pas  le  même.  Chacun  des  plans  de  ces  trian- 
gles étant  coupé  par  des  plans  parallèles , les 
lignes  de  feétion  feront  parallèles  & ces^ 
triangles  feront  ainfi  coupez  parallèlement 
leurs  bafes,  & partant  AL.  LB::  AN.  ND 
; : CM.  MD  & conféquemment  AL.  LB 
: ; CM.  MD  ^ ; ce  qu’il  falloir  prouver.  La-- 
^ même  chofe  feroit>  j’.U  'v  avoit  plus  de  trois- 
plans  & plus  de  lignes".** 


SEC- 

i'Jift’jt.  ft . bJuf.H.liM 
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SECTION  IL 

De  la  cotnpofition  des  Solides  félon  leurs 
furfaces , & félon  leur  folidit'é. 

Definitio-n  I. 

LOrfque  trois  ou  pluficnrs  angles  plans  ^qni  font  39- 
T fur  dtfferens  fj^ns , 00  qui  n ont  pas  une  mê- 
me bafe  rencontrent  dans  leur  jommet , l'anpje 
qu'ils  comprennent  fe  nomme  Solide. 

Deuxleuls  angles  plans  ne  peuvent  renfer- 
mer un  angle  folide  ; ainfi  pour  le  faire , il  faut 
tout  au  moins  trois  angles  plans,  qui  fe  coupent 
ou  fe  rencontrent  en  aboutilfmt  à un  point, 
comme  un  diamant  bien  taillé. 

Définition  II. 

Les  folides  compris  entre  des  furfaces  droites  ^ 4a 
ou  plans  parallèles  nomment  Parallélépipèdes. 

Définition'  III. 

Les  folides  qui  font  compris  entre  des  plans  41 
tous  égaux  ^ femblablesLont  Polyèdres.  ^ 

Ouïes  nomme  Réguliers^  lorfque  tes  figures  qui 
les  comprennent  font  régulières  , cfie  tous  les 
angles  font  égaux. 

Définition  IV. 

Le  nombre  des  faces  planes  d'un  folide  régu- 
lier , lui  donnent  un  nom  particulier. 

i“.  Il  s't^pelle  Tetracdre,  lorfqu'il  efl  com- 
pris fous^  quatre  triangles  équilatéraux  égaux» 

2°.  Exaëdre,  quand  it  efl  compris  fous  fix 
quarrez  égaux  \ c'efl  le  cube  ^ fait  comme  un  dé 
ajouer. 

N 5 3?- 
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3°*  Oftaëdre,  lorfqu'H  e/l  compris  fous  huir 
triangles  égaux  iif  équilatéraux.  - 

4°.  Dodecaëdre,  lorfqu'H  eji  compris  fous 
douze  pentagones  égaux  ^ équilatéraux. 

5°.  Icolaêdre , lorfqu'H  eji  compofé  de  20  trian- 
gles équilatéraux  égaux. 

" Définition  V. 

Gne  ligne  , dont 
^ le  fommet  e/l  im- 
mobile , . parcou- 
rant par  le  pié 
une  figure  ; 

1°.  Si  cette  fi- 
gure ejl  un  poly- 
gone , cette  ligne 
décrira  un  fotide  ^ 3 
f*’o»  nomme  Py- 
ramide , tel  que 
ABCD. 

2®.  Si  cette  figu-  - 
re  que  parcourt  te 
pié  de  la  ligne  eji 
un  cercle^  le  folide 
ejl  un  Cône  , tel 
que  X. 

pans  ces  figures 
to  ligne  du  fommet 
au  centre  de  la  bafe,  s’appelle  l’Axe  du  Solide, 
qui  fe  nomme  droit  ou  oblique, fi  cette  ligne 
fait  un  angle  droit  ou  oblique  fur  fa  bafe. 

3®.  Si  le  fommet  de  la  ligue,  qui  décrit  le  foli- 
de f n'ejl  pas  immobile , ^ que  dans  le  tems  que- 
fou  pié  parcourt  la  bafe , fon  fommet  parcoure  t/ne 
figure  igale , fembuiule , Çjj’  jemblablement  pofée , 
xir//r  fa’  ABCDEF  ; ce  fera  unéPnùnc, 


4- 


I 


Livre  V.  SeStion  IL  , zÿÿ 


4° . Si  la  baf  ^eftuH  cercle , ce  fera  un  cylindre  , 
tel  que  ABXZ. 

Définition  VI. 

Si  un  cercle  tourne  autour  de  fin  diamètre , il  44 
décrit  une  Sphere,  dont  ce  diamètre  s'appelle 
/’Axc  i le  centre  du  cercle  , dont  la  révolution  a 
fait  la  Sphere , eft  le  centre  de  la  Sphere  ; les 
lignes  tirées  de  ce  centre  à la  circonférence  en 
font  les  rayons  j celles  qui  pcffent  par  le  centre , 
iéf.fe  terminent  à la  circonférence , font  les  dia- 
mètres. 

Définition  VII. 
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Définition  VIII. 

^ ‘A  circonfcrit  à un  autre  fi- 
hde  b f«’;/  contient il  ejl  le  plus  petit  de  tous 
les  filides  fim  'blables  qui  puiffent  renfermer  B ; 
vu  bien  ^ (i  \i  efl  le  plus  p^rand  de  tous  les  filides 
femblahles  que  A'J>eut  renfermer. 

Définition  IX.  ’ 

Idn  filide  B efi  dit  infcrit  dans  un  autre  filide 
A ou  il  efi  r enfermé , s'il  ejl  le  plus  prand  de  tous 
tes  filides  femblables  qui  puifjent  être  renfermez 
•dans  A ; ou  ce  qui  efi  la  même  chofe fi  K efi  le 
plus  peut  de  tous  les  filides  femblables  qui  puiffent 
te  renfermer. 

Définition  X. 

Gorps  r epulier  ejl  celui  qui  efi  compris  entre 
des  figures  femblables régulières  iÿ  égales^  dit- 
quel  aujfi  tous  les  angles  filides  font  égaux. 

On  démontrera  dans  la  fuite,  qu’il  n’y  a 
• que  cinq  corps  réguliers. 

TheoremeI. 

49  Si  un  angle  filide  ejl  compris  de  trois  angles 
plans , deux  de  ces  angles  plans  pris  tnfimble  corn-  ^ 
nie  on  voudra , font  plus  grands  que  le  troifierne. 
Eucl.  XI.  Prop.  20. 

Les  trois  angles  plans  B AD.,  BAC  ^ CAD 
font  un  angle  folide  ; il  faut  prouver  que 
deux  de  ces  angles  plans  pris  enfemble  font 
plus  grands  que  le  troifieme;quepar  exemple 
B AD  ^ BAG  —h  CAD.  Entre  les  lignes  A3 
&.  /^Z),  aucun  plan  n’efl  plus  petit  que 
partant  le  plan àroltBAD  e(t plus. petit  que  le 
plan  creux  ABCD.  On  démontrera  de  la  mê- 
me maniéré,  que  l’angle  plan  BAC'Qii  plus 
petit  que  ü //Z)  avec  C /Il  £). 

Co- 
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Corollaire. 

Les  cotez,  des  trots  angles  flans , qui  font  un  5^ 
angle  folide  , ayant  été  pris  égaux , les  bafes  de 
ces  trois  angles  plans  ,font  un  triangle.  Eucl.  XL 
Prop.  22.  ( Même  figure.  ) 

Soient  faits  égaux  les  trois 
lignes  JB , JC , JD,  côtez  des 
trois  angles  plans , qui  font  l’an- 
gle folide  ; il  faut  démontrer 
que  les  trois  lignes  BC,  CD, 

DB , bafes  des  trois  angles  plans  B 
BAC,  C J D ,D  J B,  font  un 
triangle.  Pour  cela*  il  fuffit  que 
deux  de  ces  lignes  prifes  enfemble , foient  ' 
plus  grandes  que  la  troifieme.  Or  cela  efl  . 
ainfi , car  ces  deux  angles  dont  ces  lignes  font 
les  liafes^  lèront  plus  grands  que  l’angle  qui 
ell  fur  la  troifieme;  & par  conféquent  cette 
troifieme  ligne  eft  plus  petite  f- 

'Th-eoreme  il 

7o«t  les  angles  plans  qui  comprennent  un  an-  5 1 
gle  folide  , valent  moins  que  quatre  angles  droits. 
Eucl.  XL  Prop.  21.  , ‘ 

1°.  Commençons  parFànglé  folide  //,  con(t 
•pofé  de  trois  plans:  par  le  Théorème  précé- 
dent les  angles  -+  DCA  font  plus  grands 
que  l’angle  BCD,  & de  même  JDC  ~^JDB 
plus  grands  que  C DE  -,  comme  auflî  JB  D 
aBC  plus  gfands que  DBC.  Ainfi  les  fix 
angles  des  bafes  des  trois  triangles  qui  for- 
ment l’angle  folide  Z?,  font  plus  grands  que  les 
trois  triangles  du  triangle  liCD , c’efi-à-dire, 
plus  grands  que  deux  droits  \.  Or  touslcs  an- 
gles des  trois  triangles  qui  forment  ledit  angle 

N 7 fo- 

* L.  2.  n.  6j.  t »•  * 


• 1 


Digitized  by  Google 


3oi  Elémttts  de  Géométrie, 

fdide  //,  font  enferabie  égaux  à fix  droits  *.  Si 
donc  de  cette  forame  on  ôte  plus  que  deux 
droits,. valeur  des  fix  angles  fur  la  bafe , il  refte- 
ra  moins  de  quatre  droits  pour  la  valeur  de  l’an- 
gle folide  ce  qu’il  falloir  prouver. 

2°.  Par  la  même  méthode  on  montrera  que 
' les  angles  folides  formez  par  quatre  plans , font 
auflî  moindres  que  quatre  droits. 

3®.  Si  X eft  un  triangle  folide  compris  par 
cinq  triangles , dont  lelommet  doit  être  conçu 
en  l’air,  on  prouvera  aufii  que  l’angle  B Cefl: 
olus  petit  que  les  deux  angles  DLiA  & CBÀ , 

" par  le  Théorêmeprécédent,&  l’angle  il  C£e(t 
)lus  petit  que  les  angles  ACB  & ACE  pris  en- 
èmble,  de  même  des 
autres.  Mais  auflî  tous 
les  angles  du  polygone 
J3CEFD,  baie  dè  l’an- 
gle folide,  font  égaux  à 
fix  angles  droits  f ; ainfi 
tous  les  angles  de  la  bafe 
des  cinq  triangles  qui 
font  l’angle  folide  X 
font  plus  grands  que  fix 
^roits,  puifqu’ils  font  plus  grands  que  les  an- 
gles du  polygone , comrne  on  vient  de  voir. 
Tous  les  angles  de  ces  cinq  triangles  qui  font 
l’angle  folide  valent  dix  droits  ; c!onc  puifquc 
ceux  de  leurs  bafes  valent  plus  de  fix  droits, 

I ceux  des  fommets  valent  anoins  que  quàtrc 
droits:  cc  qu’il  falloit  démontrer. 

Ou  peut  démontrer  ce  ’tioéorème  en  cette  ma*  . 
niere.  Concevons  ^ T®,  que  A cji  un  point  dam 
• un  plan , ^ le  fommet  de  plufieurs  triangles  dont 
Us  cotez,  de  X font  les  bafes.  Fous  ces  angles  au* 

tour 
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tour  de  A »e  valent  que  quatre  angles  droits  * 

Si  OH  leve  le  point  A , alors  les  angles  du 
fommet  de  ces  triangles  deviendront  plus,  petits  , 

* ayant  memes  hafes  Çÿ  les  cotez,  plus  grands  ; ce 
qui  étant , tous  ce!  angles  vaudront  moins  que  qua- 
tre angles  droits, 

PROBLEME  I. 

Ayant  trois  triangles  plans , dont  deux  pris  en-  y 2 
femble  font  plus  grands  que  le  troijïeme  , mais  qui 
tous  enfemblefont  moindres  que  quatre  angles  droits^ 
faire  un  angle  fotide.  Euclid.  XI.  Prop.  23. 

Soient  ces  trois  triangles  plans  /?,  û , c’ , il 
n’y  a qu’à  les 

joindre  en  un  A ■*!  C 
même  point 
de  maniéré, 
queles  côtez 
qui  les  ren- 
ferment con-  BEP  G 

viennent  en- 

femble , c’eft-à-dire,  que  AE  s’uniflê  avec  BEy 
B F avec  CF^  & CG  avec  AD  ; cela  formera 
l’angle  folide  demandé , fuivantla  Définition  f. 

PROBLEME  IL 

Sur  'une  ligne  droite  donnée  ^ fjf  à un  point  53 
donné  en  cette  ligne  , faire  un  angle  folide  égal  à 
an  angle  folide  donné.  Eucl.  XL  Prop.  26. 

Soit  une  ligne  donnéevfD,&  un  point  dans 
cette  ligne,  il  faut  faire  au  point  un  angle  fo- 
lide donné.  Soient  les  trois  plans  de  cet  angle 
'donné  DAE^  EBF,  ËCG;  ayant  fait  trois  autres 
plans  égaux,  & les  joignant  au  point  A en  la 
maniéré  qu’il  vient  d’être  expliqué  au  précé- 
dent Problème , il  eft  évident  qu’ils  feront 
l’angle  folide  requis. 

Theo- 

♦ L.  z.n  s>.  t 39, 
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Theoreme  III.  ‘ . 

S'il  y a deux  angles  plans  égaux  , aux  fomméfs 
defquels  on  leve  en  l'air  deux  lig^ies  droites  ,fai~ 
fant  angles  égaux  avec  les  lignes  des  angles  pre- 
mièrement pofez,  chacun  au  jien:  d'un  point 

, pns  au  haut  de  chacune  ~de  ces  deux  lignes  éle- 
vées , font  menées  des  lignes  perpendiculaires  avx 
plans  où  font  les  angles  premièrement  pofez  , ^ 
des  points  où  tombent  ces  perpendiculaire  y font 
tirées  des  lignes  droites  vers  les  fommets  des  an- 
gles premièrement  pofez:  les -angles  que  font  ces 
lignes  avec  les  levées  en  l'air . font' égaux  entre 
eux.  Eucl.  XI.  Prop.  35. 

Euclide  fait  cette  Propofition , pour  démon- 
trer d’autres  Propofitions  dans  la  fuite  de  fes- 
' • Elémens.  Jen’enaipasbefoin  ; ainüjelapafle. 

Theoremë  IV. 

55  y plttt  de  cinq  différent  corps 

réguliers. 

C’eft-à-dire  , cinq  differens  folides  compris 
fous  des  figures  planes  régulières  toutes  égales 
& femblables , & dont  tous  les  angles  foieut 
égaux . Dans  une  Sphere , tout  eft  égaT;  mais  il 
s’agit  d’un  folidé  compris  Ibus  des  plans.  On  a 
prouvé  que  tous  les  angles  plans , qui  compren- 
nent un  angle  folide,  valent  moins  que  quatre 
angles  droits.  Voyons  quelles  font  les  figures 
planes,  femblables,  régulières',  égales,  qui 
puilfent  faire  un  angle  wlide.- 

I®.  Trois  triangles  égaux  & équilatéraux 
peuvent  faire  un  angle  folide,  car  les  trois  an- 
gles de  ces  triangles  qui  comprendront  un  an- 
gle folide,ne  valent  que  trois  fois  foixante  dc- 
grez , chacun  des  angles  d’un  équilatéral  étant 
de. foixante.  Trois  de  fes  triangles  joints  en*- 

lèra- 
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femble  en  pourront  donc  faire  un,'  tel  que 
'font  ceux  du  Tetraëdre. 

2°.  Quatre  de  ces  triangles  peuvent  encore 
• faire  un  angle  folide  ; car  les  quatre  angles  qu’ils 
comprendront  ne  valent  que  quatre  fois  foixan- 
te;  ce  qui  eit  moins  que  quatre  droits.  L’Odlaë- 
dre  eft  fait’de  quatre  de  ces  triangles. 

30.  Cinq  de  ces  triangles  peuvent  encore 
faire  un  angle  folide , car  les  angles  des  plans  , 
qu’ils  comprennent,  ne  valent  que  cinq  fois 
loixante  degrez  • ce  qui  efl:  mojns  que  quatre 
angles  droits.  L’angle  de  l’Icbfaëdre  eft  fait 
par  cinq  de  ces  triangles. 

Six  triangles  équilatéraux  ne  peuvent  faire 
ua  angle  folide  ; car  les  fix  angles  plans  qu’ils 
comprennent,  valent  quatre  angles  droits,  fix  ' 
fois  ibixante  faifant  trois  cens  foixante  valeur 
de  quatre  angles  droits;  ainfi  ces  fix  trian- 
gles feroient  un  angle  plan,  & non  un  angle, 
folide  *. 

40.  Trois  angles  d’un  quarré  peuvent  faire 
un  angle  folide;  car  ils  valent  moins  que  qua- 
tre angles  droits.  L’angle  du  cube  eft  compofé 
de  trois  angles  du  quarré.  On  ne  peut  conce-  ' 
voir  d’autre  folide  fait  dequarrez:  car  quatre 
ne  peuvent  faire  un  angle  folide;  à plus  forte 
raifon , ni  cinq , ni  fix. 

’ 5°.  Trois  pentagones  peu,vent  faire  un  angle 
folide  ; car  leurs  angles  ne  font  que  324  degrez, 
ce  qui  eft  moins  que  quatre  angles  droits.  Cha- 
que angle  du  Dodecaëdre  eft  fait  de  trois  pen- 
tagones. Plus  de  trois  pentagones  ne  peuvent- 
faire  un  angle  folide  ; car  quatre  font  43a , ce 
qui  pafle  la  valeur  de  quatre' angles  droits. 

Trois  hexagones  ne  peuvent  faire  un  angle  fo- 

, ' li- 
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lide;  car  chacun  étant  de  1 20  d^rez,  les  trois 
font  360,  qui  valent  quatre  droits:  ainfî  ils  ne 
peuvent  pas  faire  un  angle  folide  Plus  eft 
grand  le  nombre  des  côtez  d’un  polygone , l’an- 
gle de  la  figure  «11:  plus  grand  ; ainfi  li  trois  hexa- 
^ncine  peuvent  faire  un  angle  folide,  à plus 
forte  rai  ton  trois  heptagones  ne  le  peuvent 
pa«;ainü  il  n’y  a que  le  triangle  équilatéral,  le 
quatre  & le  pentagone,  qui  le  puilTent:  mais 
on  peut  faire  un  angle  folide  de  trois  équila- 
téraux , de  quatre  & de  cinq  ; il  ne  peut  donc  y 
avoir  que  cinq  dilFerens  corps  réguliers. 

PROPOSITIONS  EVIDENTES. 

PROPOSÏTIOÎt  I. 

Une  figure  efi  pins  grande  que  celle  autour  de 
laquelle  elle  eft  circo^'erite  ^ plus  petite  que 
celle  dam  laquelle  elle  eft  inferite. 

P R O P O s I^T  I O N II. 

57  De  deux  Prifines  de  rnSme  hauteur  ^ celui  dont 
la  bafe  eft  moindre  , ^ qui  par  confequent  peut 
être  comprife  en  celle  de  l'autre  eft  plus  petit. 

Car  il  eft  évident  qu’il  y eft  contenu.  Or  ce 
>qui  contient,  eft  plus  grand,  que  ce  qui  eft 
contenu. 

Proposition  III. 

_g  De  deux  Prifines  circpnfcrits  à un  cylindre  y 
^ celui-là  approche  plus  du  cylindre , fui  a.  plus  de 
côtez. 

' Labafc  du  cylindre  propofé  eft.V;  celle  du 
prifme  qui  a moins  de  côtez , & qui  eft  cir- 
conferit  au  cylindre , foit  nommée  T , & Z celle 
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d’un  autre  prifme  qui 
a plus  cîe  côtez,  & ^ 

qui  eft  circonfcric  au  ^ jj 
même  cylindre.  Le 
polygone  Z * eft  plus 
petit  que  le  polygone 
2’:  les  pi  ifmes  dont  ces 
polygones  font  les  ba- 
ies, font  de  même  hau- 
teur , étant  circonf- 
crits  à-  un  même  cylin- 
dre, donc  t celui  qui  fera  fur  Z,  & qui  a 
ainfi  plus  de  côtez,  eft  plus  petit  que  celui 
qui  en  a moins , & dont  T eft  la  bafe  ; ainft 
il  approche  plus  du  cylindre;  ce  qu’il  falloir 
démontrer. 

Proposition  IV 

Donc  U»  prifme  d’une  infinité  de  côtez  appro-  JS) 
the  Ji  près  du  cylindre , quUl  n’y  a point  de  dif- 
férence ; ainji  on  peut  fuppofer  que  le  cylindre  cji 
vn  prifme  d’une  iffinité  de  cotez. 

Propos.ition  V. 

De  deux  prif met  inferits  dams  un  cylindre , ce-  60 
lui-U  approche  plus  du  cylindre  ^ qui  a plus  de 
cotez. 

La  bafe  du  cylindre propofô  eft  .V,lesdeuxr . 
polygonesZ  & T inferits  dans  ce  cercle  foi«it 
H5S  bafes  de  deux  prifmes  inferits  dans  ce  cylin- 
dre dont  X eft  la  baie. 

Le  polygone  T qui  a plus  de  côtez  eft  plus 
grand,  &;  approche  plus  du  cercle  que  le  po- 
lygone Z \.  Ces  deux  prifmes,  dont  Z àc 
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Y font  les  bafes,  font 
de  môme  hauteur , é- 
tant  infer its  dans  un 
môme  cylindre  ; donc 
le  prifme  qui  eft  fur  3' 
efl:  plus  grand , que  ce- 
lui qui  eR  fur  2 
Ainfi  il  approche  plus 
du  cylindre  ; ce  qu’il 
falloit  démontrer. 

X 

Proposition  VI. 

6l  De  deux  pyramides  de  même  hauteur , celle  qui 
a une  plus  jurande  bafe  ejl  la  plus  grande. 

Car  il  eft  évident  que  fi  l’on  conçoit  que 
l’une  foit  mife  dans  l’autre,  celle  qui  a une 
plus  grande  bafe  contiendra  celle  qui  en  a 
une  plus  petite. 

Proposition  VIL 

<52  De  deux  pyramides  circonferites  à un  cône , celle  ' 
qui  a plus  de  cotez  approche  plus  du  cône. 

Proposition  VIII. 

^3  deux  pyramides  inferites  dans  un  cône , celle 

qui  a plus  de  citez  approche  plus  du  cône. 

Proposition  IX.- 

<54  Donc  on  pestt fuppofer  qu'un  cône  ejl' une  pyra- 
mide d'une  infinité^  de  cotez. 

Proposition  X. 

Plus  un  polygone  a de  cotez , lefpheroïde  qu'il 
formrapproche  plus  de  la  fphere  autour  de  laquel- 
le il  ejl  circonferit. 

Car  plus  le  polygone,  qu’on  peut  appeller  le 
Générateur  du  fpheroïde,  aura  de  cotez , plus 

. il 
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il  approchera  du  cercle  ; ainfî  le  fpheroïde 
décrira  par  fa  révolution  approchera  plus 
fphere  à laquelle  il  efl:  circonfcrit  ; ce 


qu’i 
de 
qu'l 


falloir  démontrer. 


Proposition  XI. 

Donc  une  fphere  peut  être  prife  pour  un  fphe-  5(5 
roïde  formé  par  un  polygone  d'une  infinité  de  cô‘~ 

tê*)' 


s E C T I O N IIL 
De  la  flirfacc  cies  Solides. 

THEOREME  I. 

La  furf^ce  d'un  prifme  droit  e/l  égale  à un  ç-, 
parallélogramme  qui  e/l  de  même  hauteur 
que  ce  prifme . b*  dont  la  h'afe  efl  égale  au  cir- 
cuit de  ce  prifme. 

Les  furfaces  d’un  prifme  droit  font  des  pa- 
rallélogrammes 
tous  de  même 
hauteur,  dont 
les  bafes  prifes 
enfemble  font 
le  circuit  de  ce 
prifme  : ils  font 
donc  égaux  à un 
parallélogramme  de  la  hauteur  du  prifme,  & 
dont  la  bafe  efl  égale  à Ibn  circuit  ; ce  qui 
eit  évident.  ^ 

On  n*y  comprend  point  les  furfaces  des  bafes. 

C O. 
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Corollaire  I. 

^8  Donc 

cylindre  droit  peut 

••  etre  pris  pour  un 
frijhte  * d'une  in- 
Jinité  de  cotez  , fa 
furface  eji  égale  à un 
parallélogramme  de 
mim.e  hauteur , dont 
la  bafe  ejl  égale  à la 
circonférence  du  cer- 
cle , qui  eft  la  bafe 
du  cylindre. 

Corollaire  II» 

69  Donc  tout  ce  qui  a été  démontré  de  la  raifon 
qu'ont  les  parallélogrammes  entre  eux , convient 
aux  fugaces  des  cylindres. 

1°.  Les  furfaces  de  deux  cylindre’s  font  l’une 
à l’autre  en  raifon  compofée  de  leur  hauteur, 
& du  circuit  de  leur  bafe. 

2°.  Dans  deux  cylindres,  fi  la  hauteur  eft:  à la 
hauteur  comme  la  bafe  à la  bafe,  c’eft-à-dire , û 
la  raifon  de  leurs  furfaces  eft:  compofée  de  deux 
railbns  égales , cette  raifon  eft  doublée  f, 

3°.  Si  deux  cylindres  ont  leurs  hauteurs  ou 
leurs  bafes  égales,  leurs  furfaces  font  entre  el- 
les comme  les  inégales  i. 

Theoreme  II, 

70  La  furface  d'un  prifme  ejl  double  de  celle  du 
polygone  qui  eft  fa  bafe , s'il  a pour  hauteur  l' apo- 
thème de  ce  polygone. 

Soit  Z un  prifme , dont  le  polygone  Ifeftla 
bafe.  L’apothême  de  A' eft  /f  G,  c’eft-à-dire, 
une  perpendiculaire  tirée  de  fon  centre  fur 
BC  un  de  fes  côtez  ; il  faut  démontrer  que  fi 

tGy 
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/(5,  hauteur  de  Z eft  égale  à //G  apothème  de 
■A'j  la  furfàce  de  Z fera  doubie  de 
Ayant' mené  de  tous  les  ' 

angles  du  polygone  X des  / \a 
lignes  au  centre  >^,onfait 
autant  de  triangles  que  Z a 17 
dé  faces,  lefquelles  faces" 
font  dés  parallélogrammes. 

Or  ces  parallélogrammes^ 
comme  eft  BCLD , & ces 
triangles  comme  eft  ÂBC, 
ont  même  hauteur  & même 
bafe  : donc  ces  parallélo- 
grammes font  doubles  de  ces  triangles  * , & par 
conféquent  la  furface  de  Z compofée  de  ce 
parallélogramme  eft  double  decellc  de  éga- 

le à tous  ces  triangles. 

Corollaire  I. 

Donc  fl  la  hauteur  un  cylindre  qu'on  peut  re~ 
jrarder  comme  un  prifme  ejî  ég,ale  au  rayon  du 
cercle  qui  efi  fa  bafe , fa  furface  fera  double  de 
celle  du  cercle. 

Corollaire  II. 

Zinf  fi  un  cylindre  a pour  fa  hauteur  deux  foit 
le  rayon , ou  une  fois  le  diamètre  du  cercle  qui  eft 
la  bafe  , fa  furface  fera  quatre  fois  plus  grande 
que  celle  de  ce  cercle. 

T H E Ô R E M E III, 

La  furface  du  contour  d'un  cylindre  eft  égale  à fy 
celle  dd un  cercle , dont  le  rayon  eft  rmyen  propor- 
tionnel entre  la  hauteur  de  ce  cylindre  ^le  dtametre 
du  cercle  qui  eft  la  bafe.  Archimedc  I.  Prop,  16. 

X eft  un  cylindre,  dont  AB  eft  h hauteur, 
BD  le  circuit  de  'fa>bafe,‘qui  eft  lé  cercle  Z, 
dont  le  circuit  eft  FG  ou  B'Z>,'&!eC'lc  double 

de 


71 


72 


t)igi:J^--;  by  Google 


^12  Elémens  de  Géométrie. 


de  ce  circuit.  La  furface  de  X cfl:  égale  au  pa- 
rallélogramme ABD  ou  au  triangle B C, 
comme  celle  du  cercle  Z au  triangle  EFG  *.  Je 
fuppofe  que  HK  rayon  du  cercle  T,  efl:  moyen 
proportionnel  entre  la  hauteur  de  EF 

diamètre  de  Z. 

Soit  KL  le  circuit  de  2*,  ainfi  fa  furface  efl 
égale  au  triangle  HKL  : il  n’eft  donc  queflion  ' 
que  de  prouver  que  le  triangle  HKL  efl  égal 
au  triangle  ABC  : car  dans  tous  les  cercles  il 
y a une  même  raifon  entre  le  rayon  & la  cir- 
conférence. 

Par  l’hypothefe  AB.  H K.  -lEt.  Or 
H K.  KL'.:  2 EF.  2 FG  ou  B C;  & aker^ 
nanio  H K.  z EF::  KL  BC:  donc  puifque 
AB.  HK'.'.HK.  zEF::  KL.  BC-  AmCi 
AB.  H K:  : K L.  B C -f,  partant  A B y.BC 
zsHKxK  L Orles  triangles  .^BC 
font  les  moitiez  de  ces  rcftangles  ; ils  font  donc 
égaux  J ce  qu’il  falloit  prouver. 

Theoreme  IV. 

La  furface  d'une  pyramide  efl  ésaîe  à un 
triaude.,  dont  la  hauteur  efl  é^rale  à la  hauteur 
de  chacune  de  fes  faces  , ^ dont  la  bafe  efl 

éjraU 
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ijrale  tu  circuit  de  la  bafe  de  cette  pyramide , ou 
à un  parallélogramme  de  même  hauteur , dont  la 
bafe  e/l  la  moitié  plus  petite.  Archimedc  I.  ï*rop. 

10.  & II. 

Chacune  des  faces  de  la  pyramide  efl:  un 
triangle  ; ces  faces  étant  égales , ces  triangles 
font  égaux  entre  éux , & à un  triangle  redlanglc 
de  même  hauteur,  <Sc  dont  la  bafe  eu  égale  à tou- 
tes les  bafesprifes  enfemble  de  ces  triangles  *. 

Or  ce  triangle  eil  égal  à un  parallélogramme  de 
même  hauteur , dont  la  baie  eft  moitié  plus  pe- 
tite f,  qui  elt  ce  qu’il  falloit  prouver. 
Corollaire  !, 

Donc  puifque  les  cônes  peu  vent  être  conjîderez  ‘j y 
comme  des  pyramides.,  la  furface  d'un  cône  ejl 
égale  à un  triangle  re£l angle  de  même  hauteur  que 
le  côté  du  cône  , ^ dont  la  bafe  ejl  égale  au  cir- 
cuit de  la  bafe  du  cône ou  à un  parallelogram" 
me  reélangle  de  même  hauteur.,  dont  la  bafe  eji 
éage  à la  moitié  de  fa  bafe.  v , 

La  hauteur  de  la  fuiracedu  cône  & de  la  py- 
ramide eft  une  ligne  droite  la  plus  courte  qu’on 
puilfe  concevoir,  menée  fur  la  furface  depuis 
le  fommet  jufqu’à  fa  bafe. 

Corollaire  II. 

'Tout  ce  qui  a donc  été  démontré  des  raifons  ^ 76 
des  proportions  .entre  plufieurs  reéî  angles  fembla- 
bles , convient  aux  furfaces  des  cônes. 

1°.  Les  furfaces  des  cônes  font  entre  elles  en 
raifon  compofée  de  leur  hauteur  & de  leur  bafe. 

2°.Si  la  hauteur  eft  à la  hauteur  comme  la  bafe 
à la  bafe , ces  furfaces  feront  en  raifon  doublée. 

3°.  Si  les  deux  cônes  ont  leur  hauteur  ou  leur 
baie  égale,  leurs  furfaces  feront  entre  elles 
comme  les  inégales. 

4 . Donc  puifque  les  circonférences  des  cer- 

O ' des 
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des  font  entre  elles  comme  leurs  diamètres, 
deux  cônes  ayant  même  hauteur,  leurs  furfa- 
ces  font  entre  elles  comme  les  diamètres  de 
leurs  bafes. 

50.  Un  rcdlangle  étant  donné,  on  en  peut 
trouver  un  ou  plufieurs  femblables  qui  ayent 
une  telle  raifon  avec  lui;aulTi  un  cône  étant 
donné,  on  peut  trouver  un  ou  plufieurs  autres 
cônes  aulTi  femblables , quifoient  avec  le  don- 
né en  raifon  rcquife. 

Theoreme  V. 


La  fur  face  du  cône  X f/î  /i  celle  du  cercle  BG  D , 
qui  eji  fa  bafe  ^ comme  AB  hauteur  de  fa  fur  face 
njiau  rayon  de  ce  cercle.  Archimede  I.  Prop.  I8. 

La  (urface  de  ce  cercle  efl:  égale  au  triangle 
reétangle  Z dont  le  côté  D eftégal  au  rayon  8C, 
& le  côté  £ au  circuit  du  cercle*. 

La  furfà- 
ce  du  cône 
A efl  égale 
au  triangle 
reftangle 
dont  le  côté 
f ell  égal  à 
cô- 
té G au  cir- 
cuit de  fa  baie  f. 

G&E  étant  égaux  chacun  au  circuit  du  cer- 
cle , qui  eft  la  bafe  du  cône , ils  font  égaux  entre 
eux;  partant  les  furfaces  de  ces  deux  triangles 
reébanglcs  T & Z,  qui  ont  des  bafes  égales,  fa- 
voir  G & Ê , font  entre  elles  comme  £ à Df; 
mais  /iB  =zf,  & BC=zD:  donc  X furface  du 
cône, eft ^ celle  du  cercle  de  fa  bafe  comme 
/^B  haïueer  de  fa  furface  eft  à PC  rayon  du 

cer- 
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cercle  de  fa  bafe  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

Th£oreme  VI. 

La  furface  d'uH  cercle  de  ut  le  ray  ou  efl  moyeu  ?8 
propQrtionuel  entre  la  hauteur  du  cône  , ^ le  rayon 
de  la  bafe  de  ce  cône , efi  égal  à la  furfxce  de  ce  cône . 
Archimède  l.  Prop.  17. 

Soit  X un  cône  dont/^B  efl:  la  hauteur  de  là 
furface,  & SL>  le  circuit  qui  efl  fa  bafe  ; ainfl  fa 
furface  ert  égale  au  triangle  reélangle  AB  Ü.  La 
ligne  fie  eft  le  rayon  de  la  bafe.  Je  fuppofequo 
efl:  moyen  proportionnel  entre  AB  & fiC,& 
que  ÊFelt  le  rayon  d’un  cercle  dont /-G  efl:  le 
circuit  ;âinfi  la  furface  de  ce  cercle  efl  égale  au 
triangle  ££G  :par  conféquent  il  n’cll  qucltioa  . 
que  de  prouver  que  ABD  = EFC. 


Par  l’hypothefe  AB . EF\  : EF.  fiC:  & puil^ 
que  les  circonférences  des  cercles  font  entre  el- 
les comme  leurs  diamètres,  LF,  BC::  IG.BD. 
Ainfi  A3 . EF:  : EF.  BC  ::  FG.  BD.  Donc 
AB.  EF::  FG . BD\  partant  ABxBD  — EF 
xFG  *.  Or  ASD  efï moitié  deABx  BD  f,  com- 
me aulTifi/^G  efl:  moitié  de  EFxl  G.  Ces  trian- 
gles font  donc  égaux  ; ce  qu’il  falloit  prouver. 

O 2 Thêq- 
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T H E O R E M E VII.  ' 

79  Si  Ia  hauteur  Çÿ  la  bafe  d'un  prifme  font  égales  à 

" U hauteur  ^ la  bafe  d'une  pyramide  droite , la  fur- 
face  du  prifme  fera  double  de  celle  de  la  pyra- 
mide. 

Chaque  face  du  prifme  eftun  parallélogram- 
me , & chaque  face  de  la  pyramide  eft  un  trian- 
gle. Dans  le  caspropoféces  parallélogrammes 
üL  ces  triangles  /ont  de  même  hauteur  ,&  fur 
' même  bafe  : donc  * ces  parallélogrammes  font 
doubles  de  ces  triangles  ; ainfi  la  furface  du 
prifme  ell  double  de  celle  de  la  pyramide  ; ce 
. qu’il  falloir  prouver. 

, Corollaire. 


&0  Donc  les  cônes  pouvant  être  confiderez  comme 
des  pyramides , ^ les  cylindres  comme  des  prif- 
mes  / on  peut  dire  que  la  furface  du  cylindre  efl 
double  de  celle  du  cône  de  meme  hauteur  ^ fur 
même  bafe. 

Remarquez  qu'il  ne  faut  pas  confondre  la  hau- 
teur" abfolue  de  la  pyramide,  avec  celle  des  furfa- 
ces  planes  qui  la  forment  : la  première  ejl  une  li- 
gne menée  perpendiculairement  de  la  pointe  de  la 
pyramide  fur  le  plan  qui  lui  fert  de  bafe  -,  ^ la 
deuxieme  une  autre  ligne  menée  auffi  perpendicu- 
lairement de  la  pointe  , mais  fur  un  côté  du  poly- 
gone qui  lui  fert  de  befe , laquelle  ligne  ejl  plus 
longue  que  la  première.  Il  en  efl  de  mime  des  cô- 
nes , dont  des  hauteurs  ou  axes  font  differentes  de 
celles  des  cotez.  t 

L E M M E I. 


gl  La  furface  de  BCDE  ,frag^ent  du  cône  ADE, 
efl  égale  à celle  du  trapeze  GHLK. 

La  furface  du  cône  AEO  cit  égale  au  trian*- 
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gle  redlangle  FGII  dont  FG  r=:  AD ^ & GH 
égale  à la  circonférence  du  cercle  D£*,  &cel-  ' 
le  du  cône  ABC  au  triangle  rectangle  FK L 


dont  FK  =:  AB  & iCL  à la  circonférence  du  cer- 
cle C B : ôtant  donc  FKL  de  FG  H ^ le  refte 
GHLK  fera  égal  àu  fragment  B CZ)£ , ce  qui 
eft  évident. 

L E M M E IL 

HCÇÿ  KL  font  les  rayons  des  cercles  des  deux  82 
hafes  d'un  fragment  de  cône.  KC  ejl  coupe' en  M 
par  la  moitié , MN  <7? parallèle  à KL  ^ HC  ; 
je  dis  que  la  furface  de  ce  fragment  eft  égale  au 
reéiangle  fait  de  KG  hauteur  de  cette  furface  , 

^ de  la  circonférence  <T un  cercle^  dont  M N ^ 
le  rayon. 


P L 


K 


lu 


Car  la  figure  CKLH 
= OC  K P , à caufe  de 
l’égalité  des  deux 
triangles  HO  N & 

JVPL,  ajoutez  ou  re-  jj 
tranchez  ; mais  la  fi-  " 
gure  CK£,//eftàcel-  ^ 

le  qui  vient  d.être  prouvée  égale  au  fragment 
du  cône  y en  râiion  du  rayon  du  cercle  à Ta  cir-* 
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conférence  ♦.  Et  0 CK  P eft  aufli  en  mèrtie 
railbn  au  reftangle  fait  de  K C par  la  circon* 
fcrence  du  cercle  dont  711  iVdt  rayon;  par- 
tant ce  rectangle  efl:  égal  au  fragment  t > 
^u’il  falloir  démontrer. 

Lemmé  III. 


V 



l .i. 
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§2  Si  r 0»  joint 
les  angles  d'un 

fcroide  comme 
, par  des  plans 
perpendiculaires  \ 
à jon  axe  qui  le 
divifent  en  plu‘- 
fleurs  parties 
(es  parties  feront^ 
eu  des  canes  cam~ 
me  C ^ OH  des 
fragment  de  cô- 
ne comme  B , o» 
eÿlindres  comme  A- 

Cela  eft  évident; 

THEOREME  VIII. 
fi.  - Chaque  fttrface  des  portions  d'un^fphercïde  e/i 
/gale  au  r^âangU  jmtje  la^  Partie  de’ I axe  à 
Uauelle  elle  répond,  ^ de  la  ar  conférence’ du 

(érele  ou  fphere  infcrite  dans  ce  fpheroide. 

Pour  la  partie  A. 

' Ouantàlapartie  /I ,iln’ppas  de  ÿfficulté, 
«u^nue-c’eft  un  cvlmdrc  dont  la  furface  i eft 
- Lie  au  reftangle  de  EF  par  la  circonférence  . 
d’un  cercle  dont  le  diamettre  eft  EH , Iccjtml  eft 
•LLm  diamètre  du  cercle  ou  Iphere  infcrite 
dîm  le  fpheroïde  K;  ce  qu’il  falloir  Prouver. 


♦ L.4-»-  7r* 
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Pour  la  partie  B. 

Il  faut  démontrer  que  la  furface  de  la  partie 
B , qui  eft  un  fras^inent  de  cône,  efl;  égale  à un 
reftangle  fait  é&  KL  partie  de  l’axe  du  fpheror- 
de  à laquelle  elle  répond,  & de  la  circonférence 
d’un  cercle  infcrit  audit  fpheroïde  ,dont  CAT eft 
le  diamètre.  {Figwe  fulvante  ) 

Je  partage  cette  hauteur  AL  par  la  moitié, 
menant  C^i’J  parallèle  à / A & à AL  : je  mene 
aulli  G£  parallèle  à AL  à laquelle  elle  eft  éga- 
le. Les  triangles  LAG  font  redtangles  ; 

ainfi  GIE  & G AA  valent  un  droit , l’angle  GFE 
étant  donc  égal  FCD  * , 
retranchant  de  l’angle  G F X 
droit  AC/^,l’angle  FCD^ 
lerefte  DC,-i  fera  é^al  à 
CEf\  ainfi  les  deux 
triangles  /iCD  & EFG 
font  équiangles  : donc  E 
GE  ou  AL.  EF:  : CD. 

CA  b J partant  AL  eft 
à EF  comme  le  double 
de  CL>,  qui  eft  GM,  eft  au  double  de  AC  qui 
eftCJV.  Soit  CAI  diamètre  d’un  cercle  dont  T 
eft  la  circonférence  ; & CN  celui  d’un  cercle 
dont  Z eft  la  circonférence.  Donc  CM.  CN 
i:  T.  Z.  Donc  AL.  EF:  : T.  Z.  Donc  AL* 
xZ=AAx  A®.  Or  la  furface  de  fî,  fragment 
dè  cône , eft  égale  à EF  y.  T <•.  Donc  cette  fur- 
face  égale  à EF  y T,  eft  égale  à un  redbangle  fait 
de  AL  par  Z circonférence  d’un  cercle  dont 
CiVeft  le  diamètre;  ce  qu’il  falloir  prouver. 
Pour  la  partie  G. 

De  0 moitié  de  B Z)  côté  du  cône  C,  je  mene 
O 4 à 
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ày^,  centre  du  cercle  qui  eft  inferit  dans  îe^ 
fpheroïde,  la  ligne  AO,  & par  D une  paral- 
lèle à AO  ; ainfi  corn-  B 

meB  J eft  moitié  de 
B fera  moitié 
dé  DF’,  partant 
l'era  le  diamètre  du 
cercle  dont  AO  eft  le' 
rayon.  Lafurfacedu 
cône  C eft  égale  à 
un  triangle  reélangle 
dont  Bü  eft  la  liau- 
' teur , & la  bafe  eft  un 
cercle  dont  DG  eft  le 
diamètre  »,  ou  à un  parallélogramme  reétangle- 
de  même  hauteur  ÈD , & dont  la  bafe  eft  la 
moitié  de  celle  d’un  cercle  dont  £>  G eft  le  , 
diamètre  *> , ou  ce  qui  eft  la  même  chofe,  dont 
la  bafe  eft  égale  à un  cercle  dont  DE  eft  le  dia  • 

' métré.  Soit  nommé  Tla  circonférence  de  ce- 
cercle,  & Z celle  du  cercle  dont  DF  eftledia- 
metre  : il  faut  prouver  que  BD  x 2=  3 Ex  Z. 

Les  deux  triangles  DEF  & DEB  font  fem- 
hlables‘=:  Donc  B B£:  : DF.  DE.  Or  DF. 
DE’.'.  Z.T^x  doncBi>.  B£::  Z.Y^:  donc 
' BD  x T=  BE  X Z;  ce  qu’il  falloir  prouver.  ‘ 

TheoremeIX. 

«r  Lafurface  d'un  fpheroïde  e/l  égale  au  reétan- 
^ gîe  fait  de  fort,  axe , par  la  ctrconferen.ee  du  cercle 
de  la  fphere  qui  lui  eft  inferite. 

Par  le  Theorême  précédent, puifque la  fur- 
face  de  chaque  partie  du  fpheroïde  eft  égale 
au  reftangle,  faite  de  chaque  partie  defonaxe 
àjaquelle  elle  répond,  & delà  circonférence 

• fuf.  7Î.  b i.  *•  € L.  4"  *7* 
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du  cercle  de  la  fphere  qui  lui  eft  infcrite,  tou- 
te la  furface  entière  fera  égalç  au  reftangle 
de  tout  l’axe  par  la  circonférence  du  cercle 
de  la  fphere  qui  lui  eft  infcrite,  puifque  le 
tout  & fes  parties  font  un  produit  égal  quand 
ils  font  multipliez  par  une  même  grandeur 

Theoreme  X. 

La  furface  d'une  fphere  eft  /gale  au  reéi angle 
de  fon  axe  . de  la  circonférence  d'un  cercle  qui 
a même  diamètre  que  cette  jphere^ 

La  fphere  peut  être  confiderée  comme  un 
Ipheroi'de  formé  par  un  polygone  régulier 
aune  infinité  de  côtez  f , dont  le  diamètre 

{>ar  conféquent  peut  être  pris  pour  Taxe  de 
a fphere.  Ainfi  là  furface,  par  le  Théorè- 
me précédent , eft  égale  au  reélangle  fait  de 
fon  axe  par  la  circonférence  du.  cercle  ou  pô- 
.lygone,  par  la  révolution  duquel  elle  a été 
formée,  dont  le  diamètre  par  conféquent  eft 
le  même  que  celui  de  cette  fphere  ; ce  qu’iJi 
falloit  démontrer. 

Theoreme  XI. 

La  furface  dune  fphere  eft  égale  à celle  du  g» 
eoutour  dun  cylindre  ou  elle  eft  infcrite , qui  par  * 
conf/q;uent  ^ la  même  hauteur  ou  même  axe. 

. La  furface  de  la  fphere  AMNC  (fig.  fuiv.)  eft 
égale  à un  reélangle  fait  de  fon  axe , a de  la  cir- 
conférence dulcerclequia  un  même  diamètre 
MN  \ . Or  la  furface  du  cydindre  oü  cette  fphe- 
re eft  infcrite , dont  lès  côtez  DP  & /-  Q font 
égaux  à AC  Taxe  de  cette  fphere , eft  égale 
à ce  même  reétangle;  car  elle  eft  égale  au 
reétangiefait  de  PD  par  la  circonférence  du 

O 5 CCI. 
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cercle  de  fabafe  qui  a pour  diamètre  P<2.égal 
à 71/ AT  ; puifque  le  diamètre  d'une  fphere  inf- 
Crite  dans  un  cylindre  doit  être  égal  à celui 
de  la  bafe  du  cylindre , félon  l'idée  que  l’on  a 
donnée  des  figures  infcrites  *. 

Theoreme  XII. 

S8  Si  OH  coupe  une  fphere  infcrite  dans  uncylindrt 
par  des  plan:  peryendiculatres  à fun  axe  , h furfa- 
ce  de  chaque  pc^tie  de  la  fphere  efl  ^^ale  à celle 
de  la  partie  du  cylindre  qui  lui  répond. 

AC  axe  de  la  fphere  efl  la  hauteur  du  cylin- 
dre où  la  fphere  e(l  infcrite,  ainli  ce  cylindre 
touche  par  fes  deux  bafes  cette  fphere.  ) e cou- 
■>e  l’axe  AC  par  des 
ulans  perpcndicu- 
aires  fur  lui , qui 
coupent  aufli  le  cy- 
lindre. Je  dis  que 
la  furfacc  de  la  par- 
tie MHIN  ell  éga- 
le à celle  de  la  par- 
tie MGFN  du  cy- 
lindre,comme  aufli 
la  furface  de  HAl 
àcelledeJE/'GZ). 

Car  on  peut  prendre  cette  fphere  pour  un 
fpheroïde  ** , ainü  la  partie  MUIN%.  Il  AI  pouf 
ces  {uortions  des  fpheroïdes.  Ainfi  la  furface 
de  MHIN  eft égale  aureêlangle  B > parla  ci’> 
conférence  d’un  cercle  dont  J\dNeÇt\e  diamè- 
tre = , lequel  reêlangle  eft  égal  à la  furface 
FXjMN  de  même  la  furface  de  H Ai  eft  égale 

au  reftangle  de  AU  par  la  circonférence  (ï’un  - 
cercle  dont  eft  le  diamètre  auquel  la  fur- 
face  de  la  partie  DEtG  eft  égale 

Pro- 

a fup.  n.Pt.  b fuo.  ».  iSi  c n,  d /np  n. 
i f<*p  n.e%. 
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' Problème  I. 

Couper  une  fphere  par  un  plan , de  forte  que  gp 
les  furf aces  des  portions  de  cette  feclion  foient  en 
raifon  donnée.  Archimcüe  II.  Prop.  4.  & J- 

Il  faut  infcrire  la  fphere  dans  un  cylindre , en- 
fuite  couper  les  cotez  du  cylindre  félon  la  rai- 
fon donnée,  & mener  par  les  points  de  cet- 
te feélion  des  lignes  ou  des  plans  parallèles  qui 
couperont  la  fphere  félon  la  raifon  donnée; 
car  les  furfaces  des  portions  de  lalpherecom- 
prifes  entre  ces  parallèles , feront  égales  à cel- 
les des  portions  du  cylindre  auxquelles  elles 
répondront,  comme  ôn  vient  de  le  prouver. 

THEOREME  XIII. 

La  fnrface  d'une  fphere  ejl  égale  à quatre  fois  90 
eelle  de  fon  plus  grand  cercle.  Arcuitncde  L 
Prop.  37. 

Concevons  une  fphere  dans  un  cylindre, 
tiontla  bafe  par  conléquent  fera  égale  au  plus 
grand  cercle  de  la  fphere,  & fa  hauteur  fera 
le  diamètre  de  ce  plus  grand  cercle  ; par  con- 
féquent  le  contour  de  ce  cylindre  fera  égal  à” 
quatre  fois  la  furface  de  ce  cercle  *.  Or  la  fur- 
face  de  lafphere  eft  égale  à ce  contour  f : donc 
die  eft  égale  à quatre  fois  fon  plus  grand  cer- 
cle. 

THEOREME  XIV. 

Lu  furface  d'une  ffihere  etl  égale  à celle  ^un  pj 
nercle , dont  le  rayon  ejl  égal  au  diamètre  de  fou 
plus  grand  cercle. 

Soit  X une  fphere  & Z un  cercle , dont  le 
rayon  eft  égal  au  di^etre  du  plus  grand  cercle 
<ie’  la  fphere  X.  Il  mut  prouver  que  la  furface 
de  X ell  égale  à celle  de  ce  ccrck  Z. 

O.  <5  Ayant  - 

^ ».  71%,  t 
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Ayant  fuppofé  que  le  diamètre  du  plus  grand 
cercle  eft  i ; donc  lelon  l’hypothefc , le  diamè- 
tre de  Z eft  2.  Or  les  furfaces  des  cercles  étant 
entre  elles  comme  les  quarrez  de  leurs  diamè- 
tres * , puifque  le  quarré  de  i eft  i , & que  ce- 
lui de  2 eft  4,  félon  l’hypothefe , la  furface  de 
Z fera  quadruple  de  celle  du  cercle  de  la  fphere 
X.  Or  la  furface  de  cette  fphere  eft  quadruple 
de  celle  de  fon  plus  grand  cercle  par  le  Théorè- 
me précédent,,  donc  elle  fera  égale  àcellede  Z ; 
ce  qu’il  falloir  prouver. 

Theoreme  XV. 

La  furface  entière  à' un  cylindre  ^ c’eft-à-dire, 
tant  de  fon  contour  que  de  fes  deux  bafes , e[l  à 
celle  cTune  fphere  à laquelle  il  ejl  circonferity  en 
raifon  fefquialtere . Archimede  1.  Prop.  39. 

1®.  Le  feul  contour  du  cylindre  eft  égal  à la 
furface  de  la  fphere  f. 

2°.  Chaque  bafe  de  ce  cylindre  eft  le  plus 
grand  cercle  de  la  fphere,  qui  eft  la  quatrième 

fmrtie  de  fa  furface  \ ; ainfi  les  deux  bafes  du  cy- 
indre  font  la  moitié  de  la  furface  de  la  fohere. 

Partant  toute  la  furface  du  cylindre  eu  égale , 
1®.  à une  fois  toute  la  furface  de  la  fphere:  2°. 

' la  moitié  de  cette  furface  ; ainfi  cette  raifon  eft 
fefquialtere,  o’eft-à-dire,  comme  3 à 2. 

T H E O R E M E XVI. 

P3  Une  fphere  étant  coupée  par  un  plan  en  deux 
portions  ^ les  jurfaces  de  ces  portions  font  entre 
elles  comme  celles  des  cercles  qui  ont  pour  rayont 
les  cordes  de  la  moitié  de  ces  portions^  y font 
égales  à ces  cercles. 

Soit  X une  fphere  coupÆ  par  le  plan  BC  ; il 
faut  prouver  que  les  furfaces  de  ces  deux  por- 
tions 

*X.  4.a.93.  ty*/  ***7» 
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tions  font  entre  elles 
comme  celles  des  furfa- 
ces  des  cercles,dont  AB 
&.BD  cordes  delà  moi- 
tié de  ces  deux  portions 
font  les  rayons , & qu’el- 
les leur  font  égales.  ^ 

1°.  Ayant  infcrit  la 
fohere  X dans  un  cylin- 
dre de  même  hauteur 
que  cette  fphere , la  furface  de  la  portion  ABC 
lcra  égale  au  contour  de  la  partie  du  cylindre 
qui  luirépond,  comme  celle  de  BCD  à l’autre 
partie  du  cylindre  •.  Les  contours  de  ces  deux 
parties  font  entre  eux  comme  Ah.  à £Z)  ^ 
Or  les  quarrez  Çar  AB  & BD  font  aulT]  com- 
me Ah.kED<^:  Donc  les  furfaces  des  por- 
tions de  cette  fphere  feront  entre  elles  com- 
me ces  deux  quarrez , ou  les  cercles  dont  ils 
font  rayons  •*. 

a®.  Le  quarré  de /#Z)  eft  égal  aux  quarrez  de 
AR&dc  BD  donc  la  furface  du  cercle  dont 

AU  eft  le  rayon  j eft  égale  aux  furfaces  des  deux 
cercles , dont  AB  & BD  font  les  rayons 

Or  le  cercle  dont  AD  ert  le  rayon , a fa  fur- 
face  égale  à celle  de  la  fphere  A s ; ainfi  cette 
furface  eft  égale  à celle  des  deux  cercles  dont 
AB  &,  BD  font  les  rayons.  Mais  il  vient  d’être 
dit  qu’ils  font  aufli  entre  eux  comme  ces  por- 
tions ; donc  ils  leur  feront  égaux  chacun  a ce- 
lui qui  lui  répond , puifque  le  même  tout  eft 
divifé  en  même  proportion. 

Theoreme  XVII. 


La  furface  d'une  fphere  ejl  double  de  celle  du  ç . 

(J  7 con~ 
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eontour  du  csVmire  qui  lut  efl  iafcrit , ^ dont  la 
hauteur  ejl  e^a.'e  au  diamètre  de  fa  hafe. 

La  furface  de  la  fphere  Z eft  quadruple  de 
celle  du  cercle , dont  A eft  le  diametre  *. 

La  furface  du  cercle 
dont  A efl  le  diametre , 
c(l  égale  à la  furface  des 
cercles  dont  Cic  B font 
les  diamètres , puifque 
ces  furfaces  font  com- 
me les  quarrez  de  leurs 
diamètres,  & que  AA 

r=CC-+BSt-  OrC 

= B : ainfi  la  furface  du 
cercle  dont  A eft  le  diametre,  efl  égale  à deux 
fois  celle  du  cercle  donc  C efl  le  diametre  ; & 
parconféquent  puifque  la  furface  de  A efl  la 
quatrième  partie  de  la  furface  de  la  fphere  Z, 
celle  du  cercle  dont  C efl  le  diametre  efl  la 
huitième  partie  de  celle  de  la  fphere  Z.  Or  la 
furface  de  ce  même  cercle , donc  C cil  le  dfame- 
tre,  efl  la  quatrième  partie  du  contour  de  ce 
cylindre  inferit  I : donc  ce  contour  efl  la  moi- 
tié de  la  furface  de  la  fphere  Z. 


SECTION  IV. 

De  la  folidité  des  Solides. 
Propofttions  évidentes  touchant  cette  folidité. 

Proposition  I, 

O N concevoir  que  tout  Para/le!/  ipede 
ejl  fait  par  le  mmvement  de  fon  plan  ^ ou 
de  fa  hafe  toujours  parallèlement  à elle-même, 

Pro* 

' t 1.4  «.71,  if 74. 
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Proposition  IL 

St  U plan  dont  le  mouvement  ferme  le  Par  aile-  ÎKÎ 
h/pipede  , fe  fait  félon  la  perpendiculaire  de  fa^ 
hauteur  ^ il  e/'l  droit  fes  anjrles  font  droits.  Si 
c’-ejl  félon  une  ligne  oblique , il  eji  oblique  y fes 
angles  ne  font  pas  droits. 

‘ Proposition  HL 

On  peut  auffi  concevoir  qu'un  Parallélépipède 
ejl  compofé  d'une  infinité  de  plans  tous  parallelesy 
(jf  tous  égaux  à celui  qui  en  eJi  la  baje. 

Corollaire. 

Il  en  eft  de  même  des  cylindres  ^ des  prifmes.  S>8 

Proposition  IV. 

Une  pyramide  peut  être  faite  par  le  mouve-  çÿ 
ment  de  fa  bafe , toujours  parallèlement  à ellc-mê- 
me , £5*  décroiffunt  k proportion  qu'elle  monte.  Si 
ce  mouvement  fe  fait  félon  la  p:rpend:culaire  de 
fa  hauteur , la  pyramide  eji  dï  oite  ; Ji  félon  une 
oblique,  elle  ejî  oblique. 

Proposition  V. 

On  peut  auffi  concevoir  qu'une  p.ramide  efl 
compofée  d'une  infinté  de  plans  parallèles,  qui 
diminuent  à proportion  qu'ils  font  élevez. 

Proposition  VI. 

Deux  félidés  de  même  hauteur  contiennent  un  i«i 
égal  nombre  de  plans  , c' efl- à-dire  , qu'on  en  peut  < 
concevoir  autant  dans  l'un  que  dans  l'autre^  , 

Proposition  VIL 

Si  onfuppofe  qu'un  parallélépipède  oblique,  ou 
iprifme  oblique,  toute  pyr  amide , tout  cône , jont 
compofez  a'une  i.finité  de  plans , leurs  furfaces 
feront  unies.  ^ 
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Confiderez  la  pyramide  A 

BAC.  Si  les  plans  0, 

‘ 0,0,0^  qui  la  compofent 

l'ont  épais,  il  eft  évident  que 
fa  furrgce  ne  fera  pas  unie , 
mais  par  degrez  d’autant  plus 
grands,  que  les  plans  re  fe- 
ront plus  épais  ; & ils  le  fe- 
ront d’autant  moins,  qu’il  y 
en  aura  plus.  Si  on  fuppoioit  donc  qu’ils  fuf- 
fent  infinis  en  nombre, ils  n’auroient  plus  d’é- 
pailTeur;  & alors  la  furface  de  BAC  feroitfans 
degrez.  Ce  qui  fe  conçoit  de  tout  parallélé- 
pipède, de 'tout  prifme,  de  toute  pyramide 

6 de  tout  cône. 

Proposition  VIII. 

••J  Oh  peut  concevoir  un  parallélépipède  fur  une 
ligne  donnée  qui  foit  femblable  , ^ pofé  de  la  wf- 
me  maniéré  qu'un  autre  parallélépipède  donné. 
Eucl.  XL  Piop.  27. 

Euclide  propofe  de  faire  la  chofe;  ce  qui  n’elt 
pas  difficile  : mais  il  fuffit  qu’on  la  conçoive 
faite.' 

" Proposition  IX. 

t*4  Deux  folides  font  égaux , qui  font  compofez  d'huit 
égal  nombre  de  plans  également  épais , femblables 
Q égaux. 

' SI  par  exemple  deux  folides  A'  & 2 étoient 
compofez  chacun  d’un  million  de  plans  égaler 
ment  épais  & égaux, ils  feroient  évidemment 
égaux.  ]'z]o\xte femblables , pour  marquer  qu’en 
«as  que  les  plans  dont  A eft  corn  pofé  allalTent  en 
diminuant,  fi  ceux  de  7.  alloient  de  même  en  dir 
minuant  chacun  étant  femblable  à celui  auquel 
il  répond , c’eft- à-dire,  le  centième  de  X étant 

égü. 
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égal  & femblable  au  centième  de  Z , il  faut  que 
A"  & Z foient  nécelTairement  égaux. 

P R O P O s I T I ON  X. 

Si  on  coupe  le  paralleUpipede  X par  un  plan  , 
félon  la  diagonale  KC  o«  EG  , il  fer  a coupé  en  deux 
prifmes  triangulaires  égaux.  Ëucl.  XI.  Prop.  28. 

Les  deux  parties  -de  X ont  ^ 
leurs  bafes  égales , elles  ont  mê- 
me hauteur '.donc  par  la  Pr^o-  ■ 

iition  précédente,  elles  font 
égales.  Selon  la  Définition  des 
prifines  * , elles  font  prifmes  • 
triangulaires. 

Proposition 

Si  les  cotez  des  plans  oppofez  d’un  parallelépi- 
pede  Pont  coupez  en  deux  également  ^ ^ tju  on 
tnene  des  plans  par  les  feéiions  ; la  Ugnp  de  com~ 
mune  feéiion  ^ de  ces  plans , dtametre  du 

parallélépipède , fe  couperont  en  deux  également. 

^cl.  XI.  Prop.  39.  n.  1 K r 

- Cela  efl  évident , car  ce  diamètre  eft  la  baie 
d’un  triangle  coupé  parallèlement  à un  de  ces 
côtez  parle  milieu  de  l’autre  ; ce  qui  diviic  ega- 
lement -&  le  côté  & la  bafe. 

Proposition  *X II. 

Si  un  folide  ejl  compris  entre  des  plans  parallè- 
les , ceux  de  ces  plans  qui  font  oppofez  font  des 
parallélogrammes  femblahles^  égaux.  Lucl.  XI. 
Prop.  *4.  (Même figure.) 

1°.  Les  lignes  /IL)  &cBC  feront  parallèles  7. , 
comme  auflî  /îB  OC . Il  en  eft  de  même  des 
lignes  EF  & i/G , & de  fG  & EH.  Amfi  les 
■ plans  /IBCÜ  & EFG //font  des  parallélogram- 
mes. 2°.  Ces  parallélogrammes  font  fembla- 
bles  : car  l’angle  EFG  eft  égal  à /10C  :}:  : ainfi 

det 

f /up.  H.  14.  t /»/.  «.  14.  4 /•/.  *<• 
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des  autres.  3*.  /.B  & HE  parallèles  entre  les 
parallèles  /1E  &.  B H font  égales , obliques  ou 
perpendiculaires  quelles  qu’elles  foient*  : ainfl 
on  peut  démontrer  que  CCS  plans  oppofcz  font 
égaux. 

THEOREME  I. 


T'ouïe  feclhn  d'un  parallélépipède  ^ d'un  prif- 
me^  d'un  cylindre  ^ d'une  pyramide  ^ d'un  c.ône  ^ 
qui  fe  fait  parallèlement  à fa  bafe  , cfl  fembîable 
à fa  baje.  Eucl.  XI.  Prop.  25  • 

1®.  Celaeft  év-ident  dans  le  parallélépipède, 
le  prifme , & le  cylindre , quffe  font  par  le  mou- 
vement toujours  parallèle  de  leurs  bafes. 

2°.  Auffi  dans  la  pyramide , dans  le  cône , qui 
" font  des  fol  ides  faits  par  lemouvementde  leur 
bafe,  qui  diminue  proportionnellement  ; ainfl 
tous  les  plans  parallèles  dont  on  peut  concevoir 

Sue  l’un  & l’autre  eft  fait,  fonttous  femblables. 

•r  ces  feélions  font  quelqu’un  de  ces  plans;  par 
conféquent  elles  font  femblables  àlabafé;  ce 
qu’il  falloir  prouver. 

T H E O R E ME  II. 

f«9  T’ont  les  folides  de  même  mm  , qui  ont  des  ba^ 
fes  égales  ^ font  de  même  hautestr  , font  égaux  , 
foit  droits,  fait  obliques.  Eucl.  XI.  Prop.  29. 
30.  & 31. 

C’eft-à-dire,  que  les  folides  parallélépipèdes 
étant  fur  bafes  égales,  & de  même  hauteur,  font 
égaux  entre  eux , ils  ont  un  égal  nombre  de 
plans  tous  femblables  & égaux  à leurs  bafes  f ; 
ainfl  ils  doivent  être  égaux. 

Il  en  eft  de  même  des  prifmes , des  cylindres , 
des  pyramides , des  cônes  ; car  çhaque  plan  de 
l’une  eft  fembîable  & égal  à chacun  de  l’autre 
pris  à la  même  hauteur. 

Co- 

* L.  2.  ».  lia.  t /•?• 
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Corollaire. 

UaKt  pour  mefurer  les  foUdes , il  faut  feulement  * ** 
eevoir  égard  à leur  hauteur;;  tÿ  à leur  hafe. 

Car  un  parallélépipède  oblique  a bien  plus 
de  furface  qu’un  droit.  Cependant  s’il  eft  fur 
une  bafe  égale,  & de  même  hauteur,  il  n’eft 
pas  plus  grand. 

Theoreme  III. 

Les  foUdes  parallélépipèdes  ^ les  prifmes  ^ iil 
même  hauteur  ^ font  /’»»  à l'autre  comme  leufP 
hafe  s \ ^ s'ils  ont  mime  bafe  ^ ils  fout  comme 
leurs  hauteurs.  Eucl.  XI.  Prop.  32. 

Soient  les  deux  folides  Z & A’.  i°.  Ils  ont  un 
égal  nombre  de  plans  parallèles  ♦ , & femblables 
à leurs  bafes.  Si  leurs  bafes  font  égales , ils  font 
donc  égaux  ; ü celle  de  Z eft  double  de  celle  de 
X,  alors  tous  les  plans  de  Z étant  doubles  de 
ceux  de  A’ , il  faut  que  Z foit  double  de  X.  2".  Si 
ces  deux  folides  ont  leurs  bafes  égales, ils  feront 
comme  leurs  hauteurs  ; car  tous  leurs  plans  é* 
tant  égaux,  fi  le  folide  Z eft  deux  fois  plus 
haut  que  X,  il  doit  avoir  deux  fois  plus  de  ces 
plans.  S’il  eft  trois  fois  plus  haut , il  en  aura 
• trois  fois  plus. 

Theoreme  IV.  ^ 

Deux  cylindres  de  même  hauteur  font  comme  *** 
leurs  hafes  ; ou  s'ils  ont  une  même  hafe , ils  font  com- 
me leurs  hauteurs.  Eucl.XII.  Prop.  II.  & 14. 

Cela  vient  d’être  démontré  duprifme,  & 
par  conféquent  du  cylindre. 

Theoreme  V. 

Si  un  cylindre  eji  coupé  par  un  plan  parallèle  *** 
mx  plans  oppofez  de  fes  bafes.,  les  fegmens  du 

cytin- 
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c\U»dre  feront  l’un  à r autre  comme  les  fegmens 
de  l'axe.  Eucl.  XII.  Prop.  13. 

Les  plans  de  ces  feftions  feront  égâux  ». 
Tous  les  fegmens  feront  donc  comme  autant 
de  cylindres  qui  ont  leurs  bafes  égales,  & par- 
tant il  font  entre  eux  comme  des  fegmens  de 
Taxe , qui  font  leur  hauteur  par  le  précédent 
Théorème. 

, T H I O R E M E VI. 

Un  parallel/pipede  efi  double  d’un  prifme  trian- 
gulaire  de  même  hauteur^  fi  la  bafe  du  parallé- 
lépipède efi  double  du  triangulaire.  Eucl.  XL. 
Prop.  40. 

Cela  eft  évident,  puifqueces  deuxprifmes 
font  comme  leurs  bafes 

THEOREME  VII. 

Tout  prifme  polygone  peut  être  divifé  en  prifmes 
trJangniaires. 

Soit  K un  prifme  polygone 
dont  les  baies  font  ABCDE  ® 

& GHILF:  ces  baies  polygo- 
nes fc  réduifent  en  triangles. 

Parla  Définition  des  prilmes 
triangulaires,  les  folides 
CGHI.,ACDGIL,ADEGLE  g 
font  des  prifmes  triangulai-- 
res:  donc  le  prifme  K peut  _c 
être  divifé  en  prifmes  triangulaires. 
Theoreme  VIII. 

Un  prifme  efi  égal  à plufieurs  prifmes  de  même 
hauteur , fi  fa  bafe  efi  égale  à celles  de  tous  ces 
prifmes.  Il  en  eft  de  même  des  pyramides. 

Car  concevant  dans  ces  folides  des  plans  pa- 
rallèles à la  bafe  , il  y aura  un  égal  nombre  de 
plans  dans  chacun  ; chaque  plan  dans  le  grand 

prif- 
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îriftne  fera  égal  à tous  les  plans  qui  feront  dan» 
es  autres  priimes  ; car  il  leur  fera  comme  fa  ba- 
'e  eftà  toutes  les  bafes  de  ces  prifmes.  Or  elle 
leur  eft  égale:  donc , &c.  Il  en  eft  de  même  des 
pyramides.  . - ' 

Corollaire  I. 

Un  cylindre  efl  égal  à un  prifme  triangulaire  117 
de  même  hauteur^  dont  la  bafe  eji  égale  à la 
Jienne. 

Un  cylindre  efl:  un  prifine  polygone.  Tout 
prifme  polygone  peut  être  divifë  en  prifmes 
triangulaires*.  Ces  prifmes  feront  égaux  à un 
feul  prifme  triangulaire  de  même  hauteur , dont 
la  bafe  efl:  égale  à toutes  celles  de  ces  prifmes  f. 
Partant  le  cylindre  égal  à ce  prifme  polygone  ' 

Teft  à ce  prifme  triangulaire  qui  a même  hau- 
teur, & dont  la  bàfe  eft  égale  à la  fîenne. 

CORbLLAIRE  II. 

Donc  un  cylindre  X ejl  égal  à plufieurs  cylîn-  iit 
dres  A , 13 , C , «Scc.  de  mirne  hauteur , dont  toutes 
les  bafes  prifes  enfemble  font  égales  à la  Jienne. 

Car  tous  ces  cylindres  feront  égaux  à autant 

de  prifmes  triangulaires,  qui  ont  même  hauteur 
& bafes  égales.  Celui  auquel  X elt  égal , & par- 
tant de  même  hauteur  & fur  bafe  égale,  efl:  égal 
à tous  ces  autres  prifmes  triangulaires , & par- 
tant aux  cylindres  y1  ^ B,  dont  toutes  ' 

les  bafes  font  égales  à celle  de  X : partant  X 
cil  égalât,  B,C,^c. 

Theoreme  IX, 

Un  prifme  triangulaire  fe  divife  en  trois  py- 
ramides triangulaires  égales,  fiuclide  XÎI. 
Prop.  7. 

' Soit 

* ^fup.n.ua. 
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Soit  X un  prifme  trian-  . 
gulaire  ; je  mené  fur  cha- 
cune  de  les  trois  faces  des 
diagonales,  qui  feront  fix 
triangles.  Les  triangles 
B /ID , tiCD  font  égaiîx% 
les  pyramides  B Â DF ^ 
üDCf’qui  ont  même  fommet,dç  partant rné* 
me  hauteur,  font  égales*».  Ayant  ôté,  par 
la  penfée,  de  ce  pridne  X,  ces  deux  pyrami- 
des, il  en  relie  une  troifieme  favoir  FCED^ 
laquelle  a premièrement  même  fommet  D y 
& partant  même  hauteur  que  la  pyramide 
FBCD\  elles  ont  des  bafes  égales,  lavoir  les 
triangles  égaux  F B C fC  L donc  elles 

Ibnté^gales  <*.  Or  la  pyramide /T3CD  elt  la  mê- 
me que  B UC  F y étant  formée  par  les  mêmes 
triangles  : donc  les  pyramides  FC  ED  & B A DF 
leront  égales,  l’étant  à une  troiliemc;  ainfl  Je 
prifme  X peut  ôtrediviféen  trois  pyramides  é- 
gales,  (\\x\ü\\tBADF^BDCFàL  CED  F. 

C O.R  OLLAIRE  I, 

Uo  Doue  toute  pyramide  .eji  le  tiers  de  tout  prifme 
de  même  hauteur , qui  eJi  Jur  même  bafe , ou  fur 
bafe  égale.  • 

Corollaire  II. 
iix  Doue  pour  mefurer  une  pyramide  ^ il  faut  muF 
tiplier  la  bafe  par  le  tiers  de  fa  hauteur . 

L £ M M E. 

nz  Gne  pyramid'  polygone  fe  peut  divifer  en  pyra- 
mides triangulaires. 

La  bafe  d’une  pyramide  polygone  ell  un  po- 
lygone, quiparconféquent  fe  réduit  en  trian- 
gles,. 

tL.z.a.izt.  hfap.thius,  zL.t.n.iit, 
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gles , fur  lefquels  concevant  des  plans  élevez  le 
long  des  côcez  de  cette  pyramide  jufqu’à  foa 
fommet , on  aura  pluüeurs  pyramides  trian- 
gulaires , qui  feront  les  parties  de  la  pyrami- 
de polygone.  - : 

TheoremeX. 

Les  pyramides  qui  ont  pour  bafe  des  triangles , uj 
y qm  font  de  même  hauteur , font  entre  elles 
tomme  leurs  bafes.  Il  en  efl  de  même  de  celles  qui 
- ont  des  polygones  pour  leurs  bafes.  Eucl.  XII. 
Prop.  5.  & 6. 

, Les  prifmes  font  triples  des  pyramides  de  mê- 
me baie  & de  même  hauteur  +.  iNlais  les  prifmes 
de  même  hauteur  font  entre  eux  comme  leurs 
bafes , ou  ceux  de  même  baie  font  comme  leurs 
hauteurs  f : donc  aiinî  les  pyramides, qui  ne  font 
que  le  tiers.  Par  le  Lemme  précédent , on  peut 
confondre  les  pyramides  polygones  avec  les 
triangulaires,  puifqu’elles  s’y  réfolvent. 

THEOREME  XI. 

T'ouïe  pyramide  ayant  une  bafe  triangulaire  peut  i»* 
être  divijee  en  deux  pyramides  égales , femblables 
entre  elles  ^ ^ à la  totale , ijf  en  deux  prifmes 
égaux  lyf  plus  grands  que  la  moitié  de  la  pyrami- 
de totale.  Eucl.  Xil.  Prop.  3. 

THEOREME  XII. 

Deux  pyramides  de  meme  hauteur  ayant  des 
bafes  triangulaires foi^  divifées  en  deux  au- 
tres pyramides  égales  entre  elles  y jemblables  à 
la  toute  y en  deux  prifmes  égaux  ; ^ que  les 
pyramides  provenues  de  cette  divijioh  fotenf-  tou- 
jours divtfées  de  la  même  façon  : comme  la  bafe 
de  l'aune  des  pyramides  fera  à la  bafe  de  l'autre^ 
ainfi  tous  les  prifmes  qui  font  en' l'une  des pyra- 

mi- 
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mides , feront  à tous  les  prifnes  de  P autre  égaux 
en  mm^e.  Eucl.  XII.  rrop.  4. 

Ces  deux  Proportions  n’ont  rien  de  fort  uti- 
le, ainfi  je  n’en  rapporte  point  les  démonftra- 
tions. 


T H E o R E M E XI II. 

iifi  'toute  pyramide  polygone  efl  le  tiers  de  tout 
p'rifme  de  même  hauteur , ^ qui  eft  fur  même 
bafe  ou  fur  hafe  égale. 

Car  ayant  réduit  en  triangles  l’une  & l’autre 
bafe  de  ces  deux  folides , la  pyramide  polygone 
fera  divifée  en  pyramides  triangulaires.  Or 
chacune  de  ces  pyramides  triangulaires , fera  le 
tiers  de  chacun  decesprifmes  triangulaires  *: 
ainfi  toute  la  pyramide  polygone  fera  le  tiers 
de  tout  le  prifme  polygone. 

^ ' Avertissement. 


«7  On  donne  cette  règle  pour  trouver  la  folidité  de 
' 'L  un  fragment  de  pyramide  dont  les  bafe  s font 
parallèles  fait  par  exemple  Pinferieure  36,  la 
. fuperieure  9,  ce  nombre  18  efl  moyen  entre  ces 
deux  nombres. 


Il  les  faut  ajouter  dans  une  fomme , & multi- 
plier cette  forrtme  par  2 que  je  fuppofe  le  tiers 
de  la  hauteur  du  fragment,  le  produit  126  fera 
la  folidité  de  ce  fragment.  Examinons  cette 
règle.  ^ 

Soit  a la  bafe  tnfertTure  , b la  fuperieure' 
C la  hauteur  de  Z fragment , d le  refle.  de  P axe 
pour  achever  la  pyramide  , aac-faad<r/î4* 
folidité  dé un  prifme  qui  efl  U triple  de  toute  la 
pyramide.,  dont  fête  bbd  lajolidité  déun  prifl 
me  , dont  la  pyramide  X efl  le  tiers  : Ainfi 

aacH-aad-bbd=;3Z.  Puifque-^ata.  ab. 

• bb; 
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bb  ; Donc , félon  ta  règle , en  mul- 
.tipliant  ces  trois  termes  qui  font  les 
mêmes  que  36,18,  9 , par  le  tiers 
de  c , f aurai  la  folidsté  de  Z ; 
ainfi  multipliant  partout  c aurai 
aac  H-  abc  — |-  bbc=:3  Z : 
à démontrer  que  aac  — f-  aad  — bbd 
= aac  -+  abc  h-  bbc  : fôte  aac 
de  part  y d'autre , rejle  aad  — bbd 
abc  — |-  bbc.  Il  faut  %>oir  fi  cela  efi. 
a — b.  b::  c.  d,  multipliant  z — b ^hpar  * 
aM- b »,aa— bb.  ab— H bb:  : a— b. b.  Ainfi 
aa  — bb.  ab  — h bb  : : c.  d >»  : Donc  multipliant 
les  extrêmes  if  les  moyens  ^ on  « aad  — bbd  r::  abc 
— |-  bbc  <=  • qui  refioit  à prouver.  La  règle  efi 

donc  fure. 


T'h  e o r e m e,  XIV. 

Un  cône  efi  le  tiers  d'un  cylindre  de  même  hau~  iii 
teur  fur  ùafes  égales.  Eucl.  XII.  Prop.  10. 

Un  cône  eft  une  pyramide  d’une  infinité  de 
côtez:or  une  pyramide  cille  tiers  d’un  prifme 
de  même  hauteur,  qui  a une  bafe  égale  : donc 
le  cône  ell  auflî  le  tiers  d’un  cylindre  de  même 
•hauteur,  & fur  même  bafe  ou  baie  égale,  puif- 
ou’un  cylindre  eft  un  prifme  d’un  nombre  infini 
de  côtez. 

Corollaire  I.  -, 

Un  cône  efi  égal  à tous  les  cônes  de  mêmehau-  ixa 
teur , dont  les  hafesprifes  enfembte  font  égales  à la 
Jienne. 


• cônes  font  des  pyramides  d’un  nombre 
infini  de  côtez,  lefquels  font  le  tiers  du  cvlin- 
dre  ou  du  prifme; ainfi  cette  Propofition  h’eft 
pas  differente  de  celle  qu’on  a propofée  ^ 

r U P Co 
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COROLLAIHE  II* 

Deux  cônes  de  même  hauteur  font  comme  leurs 
bafes  ; Ç5*  s*ils  ont  même  bafe , ils  font  comme 
leurs  hauteurs.  £ucl.  XII.  Prop.  il.  & 14. 

Cela  cft  évident. 

THEOREME  XV. 

.(IX  * hes  prifmes  Çÿ  tes  paralleUpifedes  femblabîet 
fout  en  raifon  compof/es  des  raifoms  de  leurs  trois 
dimenjionSf  cette  raifon  eft  triplée»  Eucl.XL 
Prop.  33. 

Leur  folidité  dépend  de  la  multiplication  de 
leurs  dimenfions  ».  La  raifon  qu’ils  ont  entre 
eux  eft  compofée  de  celle  de  leurs  trois  dimén- 
fions  b.  Etant  femblables,  cette  raifon  eft  tri- 
plée s 

THEOREME  XVI. 

fit  Les  cylindres  femblables  font  entre  eux  en  rai- 
fon comPofe'e  de  leurs  dimenfions , Ç3’  cette  raifon 
eji  triplée.  Eucl.  XII.  Prop.  12. 

Car  ces  cylindres  étant  comme  des  prifmes 
.dont  les  bafes  font  d’un  nombre  infini  de  côtez, 
ils  feront  entre  eux  comme  ces  prifmes,  par  le  ' 
précédent  Théorème. 

THEOREME  XVII. 

Les  pyramides  femblables  font  en  raifon  compo- 
fée  des  raifons  de  leurs  trois  dimenfions , £5’  cette 
raifon  ejl  triplée.  Eucl.  XII.  Prop.  8. 

Cela  eft  évident , car  elles  font  le  tiers  des 
prifmes  qui  font  fur  leurs  bafes , & qui  ont  mê- 
me hauteur  ^ ; & ainfi  en  même  raifon. 

Theoreme  XVHI. 

«K  L^s  cônes  femblables  font  entré  eux  en  raifon 

com* 
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■tompof/e  des  raifom  de  leurs  dimenjxons , Çjf  cette 
raijon  eji  triplée.  Elucl.  Xll.  Prop.  12. 

C’eit  une  fuite;  car  les  cônes  font  des  pyrami- 
des furtles  bafes  d’un  nombre  infini  de  côtez. 

THEOREME  XIX. 

Les  cylindres  femblahles  font  entre  enx  comme  Jif 
les  cubes  des  diamètres  de  leurs  bafes. 

Ils  font  en  raifon  triplée  de  chacune  de  celles 
de  leurs  trois  dimeiifîons , & par  conféquent  de 
la  raifon  des  diamètres  de  leurs  bafes.  Or  les  cu- 
bes de  leurs  diamètres  font  en  raifon  triplée  de 
celle  de  ces  mêmes  diamètres  ».  Donc  puifque 
les  raifons  compofées  d’égales  raifons  font  éga- 
les, les  cylindres  femblables  font  entre  eux 
comme  les  cubes  des  diamètres  de  leurs  bafes. 

Il  en  eft  de  même  des  cônes  femblables , & cela 
fe  démontre  de  la  même  maniéré, 

Theoreme  XX. 

Les  parallélépipèdes  égaux  ont  leurs  bafes  leurs  i3< 
hauteurs  réciproques  ; Q Ji  elles  font  réciproques , 
tes  deux  folides  font  égaux.  Eucl.  XI.  Prop.  34. 

Soient  X & Z deux  parallélépipèdes  égaux, 

A la  hauteur  de  A',  & B celle  de  Z , 71/  la  v aleur 
de  la  bafe  de  Af,  & A^lavaleurdelabafede  Z. 
Selon  qu’on  le  fuppofe , //  x 3/=  B x iV:  Donc 
yf,  B : ; N.  ; partant  ces  quatre  grandeurs  Z, 

il/,  B , N font  réciproques  c.  Or  il  ces  quatre 
grandeurs  font  réciproques , c’eil-à-dire , il  //, 
M^ByN  peuvent  être  rangez  de  forte  que 
A.  B::  N.  il/,  il  faut  que  dxAl=:B  xN^.  . 

Theoreme  XXI. 

Deux  cylindres  étant  égaux.,  il  en  eft  de  mê-  117 
me  des  pyramides  & cônes , leurs  hauteurs  ^ 
leurs  bafes  font  réciproques , ^ Ji  elle  s font  réci- 

P 2 pro- 
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^ ptoques , ees  deux  cylindres  font  égaux  ^ Eucl.  Xîî.  ' 
Frcp.  9.  & 15. 

La  dcmonftration  du  Théorème  précédent 
fert  à celui-ci  ; il  n’y  a qu’à  entendre  par  A"  & 
par  Z deux  cylindres. 

THEOREME  XXII.' 

4Jt  Si  A,  B,  G , trois  lignes  droites  ^font  proportion- 
nelles , le  folide  parallélépipède  A 13  G fait  de  ces 
trois  lignes  , eft  égal  au  parallelépipde  BBBfait 
de  la  moyenne  B,  pàurvu  que  ces  Jolides  foient 
équiangles.  Eucl.  Al.  Prop.  36. 

—rA.B.C.  Donc  AC  =zBB*.  Donc  multi- 
pliant AC  & BB  par  B , le  produit  AC  B fera  en- 
core égal  au  produit  BBB  f . Or  ACB  eft  le  pa- 
rallélépipède fait  des  trois  lignes  // , û , C , égal 
ainfi  à BBB  fait  de  la  moyenne  B. 

• Theorjeme  XXIII. 

A,  B , G , quatre  lignes  proportionnelles. 

Les  folides  femblables  faits  fur  ces  lignes  font  en 
proportion  ; ^ s'ils  font  en  proportion , ces  quatre 
lignes font  proportionnelles.  Eucl.  XI.  Prop.  37. 

Cela  a été  prouvé  t. 

THEOREME  XXJV. 

<40  fphere  ejl  égale  à un  cône , ou  pyramide  po- 

lygone , qui  a pour  axe  le  rayon  de  cette  fpheréy  ■ 
tÿ  pour  hafe  un  cercle  , dont  le  rayon  ejl  le  dia- 
mètre de  çette  même  fphere. 

1°.  En  concevant  une  infinité  de  cdnes  ou  de 
pyramides  polygones.,  dont  le  fommet  eft  dans 
le  centre  dWe  fphere,  & les  bafes  dans  la  fur- 
face  de  la  même  fphere  ; il  eft  évident  qu’on 
peut  dire , que  la  folidité  de  cette  fphere  pft  éga- 
le à tous  ces  cônes  ou  pyramides  polygones, 

puif  ' 

♦ L.téff,  37.  t t A 3i*i 
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ijuifque  c’efl;  dire  que  le  tout  eftégal  à toutes' 
les  parties  prifes  enfemble. 

2°.^  Tous  ces  cônes  font  égaux  à un  cône  qui 
a même  hauteur,  à favoir  le  rayon  de-cette 
Iphérc,  & pour  iwfe  toute  la-furface  de  cette 
-^feré  ,qui  elt  égale  aux  bafes  de  ces  cônes  *. 

3°.  Or  la  furface  de  cette  fphere  ellégale  à • 
celle  d’un  cercle,  qui  a pour  rayon  le  diamètre 
dei  cette  fphere  f : donc  la  folidité  eft  égale  à 
celle  d’un  cône  dont  la  bafe,  &c. 

Suppofe  Li  ruilon  du  diuntetfe  à lu  ctrconfeTett’"  i4î' 
ce  du  cercle  comme  7 i 22,  #«  peut  dire  éfue  la 
folidité  de  la  fphere  eji  au  cube  de  fon  diamètre 
comme  ii  à il  : car  fait  m la  circonférence  du 
cercle , ^ n /tf  diamètre.  1°.  nmn.  nnn  : : m.  n 4.. 

Or  m eft  à'n  comme  22  æ 7,  oa  66  æ 21.  Ainji  ' 
la  ftxieme  partie  de  mnn,  qui  eft  la  folidité  de 
la  Jphere , fuhant  ce  qui  fe  conclud' facilement 
de  ce  qui  a été  précédemment  démontré.,  eft  à' 
nnn  cube  de  fon  diamètre , comme  la  ftxieme  par^ 
tie  de  66,  c\ft- à-dire , ileft  à i\  \ ce  qu'ilfal- 
. loit  prouver. 

Theoreite  XXV. 

La  raiftm  de  X cylindre  à la  fphere  Z qui  lût  14a  = 
ift  infcrùe , eft  fefquialtere. 

Soient  B 6c  C deux  cônes  qui  ayent  pour 
axe  le  rayon  de  la  fphere  Z , & que  le  rayon 
de  la  bafe  de  B foit  celui  de  la  fphere  Z,  & le 
rayon  de  la  bafe  de  C foit  l’axe  ou  le  diamètre 
de  la  même  fphere  V,  alors  ces  deux  cônes  B 
& C feront  comme  leurs  bafes  Or  celle  de 
C eft  quadruple  de  celle  de  B : donc  le  cône  C 
eft  quadruple  du  cône  B ; ainfi  B.  C : : i.  4.  b 
plus  petit  cône£  eft  la  fixiehic  partie  du  cvlin- 
* . P 3 dre 
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dre  Xy  qui  a pour  bafe  le  grand  cercle  de  la 
fphere  Z,&  pour  axe  le  diamètre;  car  cecô-  ' 
ne  B eft  le  tiers  d’un  cylindre , qui  a même  ba- 
fe que  lui  & même  axe  * ; par  conféquent  il 
eft  la  fixieme  partie  d’un  cylindre  qui  a même 
bafe,  & un  axe  deux  fois  plus  grand;  ainfi 
X.  B'. 6.1.  Le  cône  C eft  égal  à la  fphere 
, on  a prouvé  que  B.C::  i.  4;  ainfi 
Z::  I.  4:  donc  puifque  le  cylindre  X vautfix 
parties , telles  que  la  fbhere  Z en  vaut  quatre,, 
X..Z  : : (5. 4 ; ce  qui  eft  une  raifon  fefquialtere. 

T H e O R E M E XXVI. 

14}  Les  fpheres  font  entre  elles  comme  les  cubes  de 
leurs  diamètres.,  ou  en  raifon  triplée  de  celle  de 
leurs  diamètres . Eucl.  XII.  Prop.  18.  ^ 

Les  fpheres  font  en  raifon  compofée  des  rai- 
Ibns  de  leurs  trois  dimenfions  ; toutes  les  Iphe- 
res  font  femblables  ; ainfi  leurs  trois  dimenfions 
ont  même  raifon  : Donc  la  raifon  qu’elles  com- 
)ofcnt  eft  triplée  de  chacune  des  raifons  de- 
eurs  dimenfions;  par  exemple,  de  celle  de 
eurs  diamètres.  Or  les  cubes  de  ces  diamètres 
ont  en  raifon  triplée  de  celle  de  ccs  diamètres  : 
donc  les  fpheres  font  entre  elles  comme  les  cu- 
bes de  leurs  diamètres. 

SECr- 
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SECTION  V. 

De  la  maniéré  d’infcrire  ou  circonfcrîrc' 
à une  Sphere  les  cinq  Corps  réguliers. 

Avertissement. 

IL  faut  faire  avec  du  carton  les  cint^  corps  rê-  X4^ 
fruit  ers , la  feule  vue  de  la  figure  Juivante  en 
apprend  le  moyen. . Après  avoir  tracé  ces  figures 
Çjr  coupé  te  carton  on  le  plie  de  maniéré  que  les  . 
plans  qui  compofent  ces  corps  réguliers  fe  joignent 
enfemUe. 


Theoreme  I. 

Toute  feâion  ePune  fphere  par  un  plan.,  ejl  un 
cercle. 

X eft  la  feétion  d’une  fphere  dont  A eft  le  cen- 
tre ; il  faut  prouver  que  cette  feûion  eft  un  cer- 
cle : pour  cela  concevons  i®.  que  du  centre 
A de  la  fphere  on  fait  tomber  fur  le  plan  de 
cette  fcélion,  que  je  nomme  Z,  une  perpen- 
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diculairc /f  5.  2°.  Que  l’on  A- 

tire  du  même  centre  A des 
lignes  telles  que  AC , à tous  - 
'les  points  des  extrémitezde 
X : toutes  ces  lignes  qui  font 
rayons  de  la  fphere,  fonté- 
galés.  Elles  font  obliques  , 
puifqu’on  ne  peut  mener  de 
y^plus  d’une  perpendiculai- 
re fur  X.  Or  les  obliques 
égalesont  leur  pié  également  éloigné  de  la  per- 
pendiculaire *.  Donc  toutes  ces  lignes  menées 
des  extrémitez  deJéau  points  font  égales-,  & 
par  conféquent  ces  extrémitez  font  dans  la  cir- 
conférence d’un  dercle;  ainfi  .Veft  un  cercle, 
fuivant  fa  définition  f. 

P R O n L E M E I. 

14<*  Deux  cercles  in\^<iux  étant  concentriques  ^ 
inscrire  au  plus  j^ran'd  un  polygone  régulier  ayanl- 
un  nombre  pair  de  cotez , de  forte  que  ce  poly- 

fone  ne  touche  point  le  plus  petit.  Euclid.  5cil. 
*rop.  1(5. . 

PROBLEME  II, 

*47  Deux  fpheres  inégales  ayant,  un  même  centre 
inferire  en  la  plus  grande  un  polyèdre,  duque) 

, les  plans  ne  touchent  point  la  furface  de  la  petite 
fphere.  Eucl.  XII.  Prpp.  17. 

Ces  deux  Problèmes  nemeparoiflentpoint 
néceflaires,  ainfije  les  palfe. 

L E M M E Premier. 

S4I  Si  aa  quarré  de  AC  e[i  triple  de,  bb  quarré  de  1 
CD  rywyen  proportionnel  entre  AD  ^ BD  je 
dis  que  DB  eftlatroijieme  partie  du  diamètre  AB., 

Soit^ 

n II,  it  fh  (i,  i"  20. 
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Soit  'AD  nommé  c.  y.  aazzbb  c & 

- püifque  par  la  uippôlition  2bb^aai  donc  3 bb 
■=zbb-à-  ci:  ôtant  de  part 
& d’autre  bb',  on  aura 
ibb—cc. 

20.  ^ AD. CD. BD, 
o\x-^c.  b.  BD  f!)arrhy- 
pothefe  : donc  cc  ou  2 bb.'Q 
bb::  AD.  DB^.  Donc  x»  c 

AD  lera  double  de  B Z),  & conféquemment  DB 
cft  un  tiers  At  AB  ; ce  qu’il  falloir  prouver. 

THEOREME  IL 

Le  quarré  à' un  des  cotez,  du  tetraëdreo«/’^r<i- 
rnide  iauUaterale , ejl  é^al  à Jix  fois  le  quarré  de 
la  troijteme  partie  du  dtametre  delafphereoùilefi 
infcrit. 

hc  tétraèdre  OU  pyra- 
mide équilatérale  , eft 
fait  de  quatre- triangles 
égaux  & équilatéraux. 

Concevons  que  dans  la 
fphere  X\\  y a un  tétraè- 
dre infcrit, 'dont  AC  ou 
a eft  un  des  côtez,  & que 
CD  e&  le  rayon  du  cer- 
cle dans  lequel  eft  infcrit 

un  des  triangles  équilatéraux  qui  compoiênt  - 

' ■ ■■L» a, 

cefolide:  AC  =^CD,  onaa^zt^hb^;  par 
conféquent  DB  eft  la  troifieme  partie  de  A B 
diamètre  de  la  fphere  X,  par  leLcmme  précé- 
dent. Soit  donc  BD  =zc,  & par  conféquent 
AB—2C’  Puifqufc -4^  3 tf.  2<-‘*  : donc  6cc  ' 
zzaa  * ; ce  qu’il  falloir  démontrer.’ 

Co- 
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Corollaire. 

Le  quar ré  du^âiametre  de  la  fphere^ejî  en  rai- 
fou  J e/qui  altéré  avec  le  quarré  d'un  des  (ôtez  du 
tctraëdre^wi  lui  ejl  iufcrit.  EucI.XIlI.  Prop.13. 

On  vient  de  prouver  que  aa^  qqarréducôté 
du  tétraèdre , efl:  égal  à fix  fois  le  quarré  de  c 
troifieme  partie  du  diamètre  de  la  fpnere.  Or  le 
quarré  de  3 f diamètre  de  la  fphere  eft  9 cc  -,  ainfi 
la  raifon  âu  quarré  à\x  côté  dwtetraê dre  à cthxi 
du  diamètre  de  la  fphere  fera  commeéft 
ou<5à9,  qui  eft  une  raifon  fefquialtere. 
THEOREME  III. 

Le  côté  du  tetraëdre  eft  mcommenfurabk  en-> 
lut-mime , Çîf  commenfur ahle  eu  puiftance , avec 
le  diamètre  de  la  fphere  oit  il  eft  tnfcrtt.  ^ 

Soit  comme  ci-deflus  AC  , ou<a  côte  du^«- 
traëdre , & S ou  3c  diamètre  de  la  fphere, , 
dont  DB  par  ce  qui  a été 
démontré  dans  le  Théo- 
rème précédent,  eft  égal 
à f,  & 4ü:=i  2f;  ainfi 
-^'3  c.  fl.  2 f * : donc  ^cc. 
flfl::3f.  2rt-  Or  ces 
nombres  3 & 2 ne  font 
pas  nombres  quarrez; 
donc  fl  fera  incommen- 
furable  en  lüi-même  a- 
vec  3r,  & commenfurable  en  puiflànce  t. 
Nous  venons  de  voir  dans  le  Théorème  pré- 
cédent, que  fl  fl  eft  au  quarré  du  diamètre  de  la 
fphere  comme  6 à 9. 

P R O B L E M E III. 
ifi  inferire  un  tetraëdre  dam  une  fphere  , ou, 
trouver  un  cercle  capable  d'une  des  faces  du  te- 
traëdre. Eucl.  XIII.  Prop.  13. 

ir 
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11  faut  couper  AB  diamètre  de  la  fphere  en 
ttois  parties  égales , de  forte  que  ü B foit 
double  de  AD , & fur  Z) 
élever  la  perpendiculaire 
DCy  laquelle  fera  le  rayon 
d’un  cercle,  dans  lequel 
ayant  fait  un  triangle  é- 
quilateral  dontfiC  eft  le 
côté,  vous  aurez  une  des  ^ 
fzcesdü  tétraèdre  y comme  il  eft  évident 
THEOREME  IV. 


Le  quatre  du  diamètre  de  la  fphere  efl  triple-m’ 
du  quarré  de  chaque  côte  du  cube , ou  de  /’hexaë-  ' 
dre  qui  lui  eft  mferit.  Eucl.  XIII.  Prop.  I j. 

Le  cube  ou  \ hexaèdre  X eft  inferit  dans  une  -' 
fphere.  Soit  la  diagonale  AB  = qui  eft  le  - 
diamètre  de  la  Iphere,  la  ^ 
diagonale  d’une  des  faces 
du  cube  foit  BD;'  Je  nom- 
me 0 tous  les  côtez  de  ce 
cube,  qui  font  tous  égaux. 

AB  iw  -f  Td  , ou 
mw=zH»-]r  oo\.  De  mê- 
me BD  BC  -f  CD  , ou 
«»=2oo.  Subftituantdonc 
en  place  de  «»  fa  valeur  200,  on  aura  ntu»  ' 

=3 «0,  qui  eft  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

PROBLEME  IV. 

, Le  diamètre  de  la  fphere  étant  dmaé,  trouver- tfAfi 
le  cite  du  cube  ou  de  /’hexaëdre  qui  peut  y être 
inferit  y ou  trouver  un  cercle  capable  d'aune  des 
faces  du  cube.  Eucl.  XIII.  Prop.  IJ.' 

_ Soit  AB  le  diamètre  delà  Iphere  oîi  il  faui  ' 
inferire  un  cube,  je  le  divi  fe  en  trois  parties . de 

P (5  Ibi'*  ' 


Digitized  by  Google 


548''  Elémens  de  Géométrie* 

forte  que  BD  eft  double  de  AD'.  furD  j’élèvc'  “ 
la  perpendiculaire  CD,  &de  C je  mené  une  li- 
gne à /f , qui  fera  le  côté 
du  cube  que  je  cherche. 

Car  foit  &Cyf 

donc  -H-3  c.  d.  c *. 

Donc  3 = </<;■}■.  Le 

quarréde/fBoudc3feft„  . 

donc  le  quari-é  de*^  ' ^ ^ 

AB  efl  triple  de  celui  de<^,  qui  ne  vaut  que3<-<-.  . 
Partant  AC  eft  le  côté  du  cube  qu’on  cHer- 
choit,  par  le  Théorème,  précédent. 

Enfuite  fi  on  veut  avoir  le  cercle  capablè  ■ 
d’une  face  du  cube , il  faut  faire  un  quarré  dont 
>fCfoit  undcscôtez,&lui  circonferire  un  cet.-  - 
de  qui  fera  celui  qu’on  demande. 

T H E O.R  E,M  E V. 

Le  côté  du  cube  efl  imommenfurahle  en  lus — 
meme  ^ y commenfurable  enpwffance,  avec  le 
diamètre  de  lajfbere.  (Même  figure. ^ 

AC  ou  «/,  côté  du  cubé,  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  tout  le  diamètre  AB  ou  3 <• , & la 
troifierae  parties;  ainfi  puifque 3^.  d.  r; 
donc3f.  <:  : 3.  i.  Cesdeuxnombrcs3 & i ne 
font  pas  deux  nombres  quarrez , partant  AC  eft 
incommenfurable  avecyfB  en  lui-même; mai* 
commenfurable  en  puifTance,  puifque  fon  quar-  - 
ré  eft  le  tiers  de  AB  j;. 

T- H E O R E M E VL 
fXjf  ' Lé  quarré  de  chaaue' côté  </’«»  oftaëdfe  fcr 
moitié  de  celui  du  diamètre  de  la  fphere  ois  si  ejl 
inferit.  Euclid.  XllI.  Prtro.  14. 

Un  oélaëdre  ett.  compolé  de  huit  triangles  é- 
uilateraux  tous  égaux,  dont  les  côtez  font  cor-  - 
es  du  quart-du  cercle  oudenonante  degrez. 

Oji  .• 
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Or  il  efl:  évident  aue  le  quarré  de  la  corde  de 
nonante  degrez  eft  la  moitié  de  celui  du  diamè- 
tre : car  deux  cordes  de  nonante  degrez  font  un 
angle  droit,  dont  la  bafe  eft  le  diamètre  du  cer- 
cle ; ainft  le  quarré  de  ces  deux  cordes  eft  éml  à 
celui  du  diamètre, qui  eft  par  conféquent  k dou-  ^ . 
ble  de  celui  de  chacune  de  ces  deux  cordes. 

T H E O R E M E V IL- 

Le  même  cercle  comprend  le  ejuarri qui  ejl  une  tsÿ  ' 
des  faces  du  cube , y le  triang^le  qui  efi  une  des 
K faces  de  /'oftaëdre , P un  Çÿ  l'autre  inferit  dans 

la  même  fphere.  Eucl.  XIV.  Prop.  8.- 


Soit  BCDE  un  quarré  face  d’un  cube , inferit  ' 
dans  un  cercle.  FGH  eft  un  triangle  face  d’un 
odaèdre  inferit  dans  un  cercle.  Il  faut  démon- 
trer que  fi  ces  deux  folides  font  inferits  dans  une 
même  fphere , ces  deux  cercles  font  égaux. 

Soit  a le  diamètre  delà  fphere,^  le  côté  du 
quarré  qui  eft  une  des  faces  du  cube , & <■  le  côté  • ' 
ou  triangle  qui  eft  une  des  faces  de  XoStaèdre. 
Soit  nommé  y le  rayon  du  cercle  capable  du 
quarré  du  cube,  & jr.celui  du  cercle  qui  eft  ca- 
pable du  triangle  de  Xoâaèdre.  Il  faut  prouver 
, que'y  = A-. 

1°.  Si  on  conçoit^  le  quarré  du  cube  inferit 
dans  mcercle  dont  y eil  le  rayon , il  eft  évident 
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queay^r:^^».  Et  puifque  •^bb'zsaé^i  donc 
aaz=i6yy.  2®.  <^xx^cc^.  O'cieczzaa^'.  donc 
6 XX •=. aa.  Ainü puifque 6yy 7=:aazz6xx, donc 
6yy=6  xx\  donc^  =:  x : ce  qu’il  falloit  prouver. 

Theoreme  VIII. 

*J*'  ^ côté  tPuH  odlaëdre  ^ meoinmenfurable  en 
lui-même , y contmenfurable  en  pui^ance  avec 
le  diamètre  de  la  fphere  où  il  efl  iufcrit. 

Le  quarré  de  chaque  côté  de  Xoélacdre  efl  à 
celui  du  diamètre  de  la  fphere , comme  i à 2 «. 
Or  I & 2 ne  font  pas  des  nombres  quarrez  ; 
donc  ce  côté  efl  incommenfurable  en  lui  mê- 
me, avec  le  diamètre  de  la  fphere  & com- 
menfurable  en  puiffance,  puifque  fon  quarré 
efl  moitié  de  celui  de  la  fphere. 

PROBLEME  V. 

Trouver  le  côté  d'un  oétaëdre  , Çj?  un  cercle 
• capable  d'une  des  faces  de  ce  folide. 

Trouvez  par  le  Problème  quatrième  un  cer- 
cle capable  d’un  des  côtez  du  cube.  Par  le 
Théorème  feptieme , ce  cercle  efl  capable 
d’une  des  faces  de  l'oélaSdre.  Il  ne  s’agit  donc 
que  de  faire  un  triangle  équilatéral  dans  ce 
cercle.  Le  côté  de  ce  triangle  fera  celui  qu’on- 
cherche. 

Theoreme  IX. 

Ko  Ayant  mené  des  diagonales  ou  cordes  fur  les 
douze  pentagones  qui  font  le  dodccaëdre , celles 
de  ces  diagonales  aui  fé  joindront  formeront  Jix 
quarrez  qui  font  tes  Jix  faces  d'un  hexaëdre  ou 
cube  inferit  dans  la  même  fphere  que  le  dode- 
caëdre. 

' Soient 
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^ Soient  il  A'27'quatre  pentagones  faces  d’un 
düdctaidre  («lyrs  à la  main  en  lifant  ceci  un 
dodecaëdre)  : concevez  fur  chacune  de  ces  fa- 
ces des  diagonales , une  de  yfàS,deBàC,de- 
C à Z) , & de  £>  à // , ainfi  fur  toutes  les  autres 
fàces  ; il  faut  prouver  i°.  que  ces  quatre  dia- 
gonales font  un  quarré,favoir/#i5C/).  2°.  Que 
les  autres  diagonales  avec  celles-ci , forment 
fix  quarrez  égaux  à ÂBCD , lefquels  font  un 
cube  infcrit  d^an*  la  même  fphere  que  le  dodé- 
caèdre-^ ainfi  chaque  côté  de  ce  cube  eft  égal, 
à chatme  diagonale  des  pentagones. 

1°.  Toutes  ces  diago- 
nales font  égales , foute- 
nant  des  angles  égaux. 

2°.  Concevons  que  des 
quatre  points  /f , B,C,  D 
qui  font  fur  la  fphere  oh 
le  dodécaèdre  eH  infcrit, 
on  aif  mené  des  lignes 
au  centre  de  la  fphere', 
cela  fera  une  pyramide  quadrilatérale,  dont 
le  plan  qui  couperoit  la  fphere  & pafferoit  par' 
ces  quatre  points  feroit  la  bafe. 

30.  Cette  feftion  de  la  Iphere  par  le  plan 
ABCD  fera  un  cercle  *.  Or  on  ne  peut  inf- 
crire  aucune  figure  de  quatre  côtez  égaux 
dans  un  cercle,  que  le  leul  quarré;  car  ces 
quatre  angles  valent  quatre  droits  f : &puif- 
qu’ils  font  appuyez  lur  des  arcs  égaux,  ils 
font  égaux.  Donc  la  figure  'ABCD,  qui  a fes 
côtez  égaux,  & qui  eft  infcrite  dans  un  cer- 
cle , eft  un  quarré. 

4°.  Tout  pentagone  fe  peut  réduire  en  trois 
triangles;  partant  la  furface  d’un  dodécaèdre , 
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compofëe  de  deuze  pentagones , fe  réduifen  ’ ' 
trente-fix  trifingles.  Or  chaque  quarré  égal  4 
ABCD  en  foutient  fix , comme  il  le  voit  dans  la 
figure  ; donc  ces  trente-fi  x triangles  ne  peuven  t 
être  foutenus  que  par  fix  quarrez  égaux,  qui 
forment  un  cube  inferit  dans  la  même  fphere  ; 

& partant  il  eft:  vrai  de  dire  que  la  diagonale 
d’un  pentagone,  >qui  eft  une  des  faces  du  ’ 
décaèdre  infcrit  dans  une  fphere,  eft  égale  au  ‘ 
côté  du  cube  inferit  dans  la  même  fphere. 

PR'oble  me  VI. 

stfi  Trouver  le  côté  d'un  dodecaëdre,  Çÿ  u»cer~ 
fie  capable  d’une  des  faces  de  ce  folide.  Eucl. 
XIII.  Prop.  17.: 

Il  faut  premierèment  trouver  le  côté  d’un  * 
cube  inferit  dans  la  fphere  propofée».  Ce  cô- 
té eft  égal  à la  diagonale  de  chaque  pentago- 
ne-face du  dodécaèdre  Il  faut  couper  ce  côté 
en  moyenne  & extrême  raifon  : la  plus  grande 
partie  fera  le  côté  du  dodécaèdre  propofe 

Pour  avoir  le  cercle  capable  d’une  des  faces 
' du  dodécaèdre , il  faut  faire  le  pentagone  donc 
on  vient  de  connoitre  un  des  côtez  enfui- 
te  lui  . circonferire  un  cercle , qui  fera  ce  qu’on 
cherche.  ^ 

Theoremé  X. 

lit  Li  côté  du  dodecaëdre  ejl  incommenfurable 
avec  le  diamètre  de  la  fphere^  tant  en  lui-même 
qu’en  fécondé  puijfance.  Eucl.  XIII.  Prop.  17. 

Soitle  diamètre  de  la  fphere^,  celui  ducôté 
du  cube  infcHt  dans  la'fphere  c^d  coupé  en 
moyenne  & extrême  raifon  , dont  c la  plus 
grande  partie  eft  le  côté  du  dodécaèdre  «. 

2®*  ' 

hfup.n.sto.  c ,£(.4.11.  lîî. 
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2®.  feft  incoramenfurable,  tant  en  elle-mê- 
me qu’en  puiflance,  avec  c-+  d ». 

3°.  c H-  eft  commenfurable  en  deuxieme 
puiiîànce  avec  ^ ‘’,c’eft-à-dire,  que  ec-\- 2 cd 
— f dd  eft  commenfurable  avec  Il  faut  donc 

que  ce  foit  incommenfurable  avec  bh\cxt  s’il 
étoit  commenfurable  avec  bb^  il  le  feroit  avec 
le  quarré  de  c—+-  d <= , avec  lequel  bb  eft  com- 
ment urable  , puifque  bb  efl:  le  triple  de  ce  quar- 
ré “i,  par  conféquent  ce  incommenfurable  en 
puiflance  avec  bb , eft  aufli  incoramenfurable  en 
lui- même  avec  b 

• L E M M E IL 

MN  ^ le  diamètre  d'un  cercle.,  dans  lequel 
les  deux  cordes  A 13  ts’  G E qui  coupent  MN  ^ 
ans^lcs  droits , font  parallèles  entre  elles , ^ là 
, dijl  ince  de  F ù ept^ale  à la  moitié  de  chacune  ; je 
dis  que  MF  fera  le  côté  d' un  décagone  inferit  dans 
un  cercle dont  F'  A fera  le  rayon. 

Suppofant  MFoxi  GN~x  6c  AF=.  z — f-  jc- 
fi  Mt  ou  X eft  le  côté  d’un  décagone , dont 
AF  ou  « — f-  ■*  eft  le  rayon;  il  faut  qu’ayant 
coupé  /</’ en  moyenne  & extrême  raifon,  x 
en  Ibit  la  médiane  & que  par  . conféquent 
-H-  « -H-  X.  xz\  ainfi  fi  nous  démontrons  ce- 
la, favoir  que  -Fr  z -+  x.  x.  z.,  nous  avons 
fait  ce  qui  eft  propofé. 

Puifque /^F=  jr  ; donc /fB  = 2 iç'H- 2Jf, 
6c  DCczz—Fse.  Le  quarré  de /^B , qui  eft  4 
— avec  celui  de  BC  qui  eft^c 
— 1-2;?::?;,— i-  jfjf  font  égmsc  à celui  de  //C  ou  ^ 
MN^.  Or. par  l’hypothefe  MN=::^x-+  z, 
car  MF6c  G N font  chacun  égaux  kx,^6c  FG=iz 
— 1-jf  : le  quarré,  dis‘je,  de  3 x^zeü.ÿxx-F^xz 

— h 
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mettant  donc 

leideuxquarrezde/ffl  , E 

& de  BC  en  une  fem- 
me 9M^-^6xz—)rzz 
= SZZ-+  iozx—\-5JfM'i 
ôtant  de  part  & d’autre 
S^*—h<5xz—tzz  , il 
reliera  ^ x x = 4 « * 

H-  ^zx\  divifantjl’un 
& l’autre  par  4,  il  vien- 
dra XX  = ZZ-+  zx; 
donc  remettant  cette  égalité  en  proportion* 
on  aura  -H-  « — f-  jr.  jr.  « , puifque  le  produit  des 
extrêmes  z,  qui  eft  — t-  «■*■»  eft 

égal  à XX  quarré  de  la  grandeur  moyenne  xy 
c’efl:  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

L e M M £ 1 1 1. 

■s. 

U4  La  lt£xe  AM  e/i  U côté  d'un  pexta^one  itr- 
ferit  dans  un  cercle^ dont  AF  ejl  le  rayon.  (Mê- 
me figure.  ) 

MFcft  le  côté  du  décagone  dans  un  cercle 
dont  eft  le  rayon  *>,  le  quarré  de  /iF  avec 
celui  de  MF  Çont  égaux  à celui  de  AM\  donc 
AM  eft  le  côté  du  pentagone 

L E M M E I V. 

KJ  Le  quarré  de  KY ou  de  ^ ou  de  GE 
ou  de  GÇjiignes  égales  ^eft  la  cinquième  partie  de 
celui  du  diamètre  AC  ou  MN^  ( Même  fig.  ) 

Soit  /f F\  donc  ABr=z  BC=:ù,  le 
quarré  de  AB  eft4^^,&celui  deBCeft^^.  Or  . 
ces  deux  quarrez  qui  font  5 font  égaux  à 
celui  de  AC  ou  de  M'N  ainü  il  vaut  cinq 
fois  celui  de  A F. 

• Lem- 
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L E M M E V. 

7rouver  une  ligne  dont  le  (fuarré fait  la  eif^ 
tfuieme  partie  de  celui  de  MN , diamètre  de  X 
cercle  donné. 


MN  diamètre  d'une  fphere  étant  donné faire  iff 
UH  icofaëdre.  Eucl.  XIII.  Prop.  i6. 

\p.  Ayant  trouvé  la  valeur  de  (Ployez  la 
figure  duhemme  2.  pag.  précéd.)  & l’ayant  cou- 
pe par  la  moitié:  du  centre  iD  je  fais  DFScDG 
égales  à cette  moitié,  de  forte  que  FGz=:AF’y 
après  je  mene  CE  y qui  coupent  MNk. 
angles  droits. 

a«.  Prenant  AB  &.  CE  pour  diamètres,  je 
fais  deux  cercles  que  je  nomme  Z &.  X y qui 
font  parallèles,  {Voyez  la  figure  fuivamte,')  étant 
fur  des  plans  qu’on  fuppolc  parallèles. 

30.  J’ini'cris  dans  chacun  de  ces  deux  cer- 
cles un  pentagone , & de  chaque  angle  je  me- 
né des  lignes  droites  à ikf  & à AT  extrémités, 
du  diamètre  de  la  fphere  ; ce  qui  fait  cinq 
triangles , dont  les  côtez  font  égaux  chacun 
au  coté  du  pentagone  inferit  dans  ces  deux  . 
cercles , par  le  Lemme  troificme  ; ainfi  tous 

Lie» 
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les  cotez  .de  ces  ^ 

triangles  é tant  tous 
égaux  aux  cotez 
des  pentagones , 
forment  deux  an- 
gles  folides  fur  les 
cercles  Z & A"  cha- 
cun de  cinq  trian- 
gles équilatéraux,  C 
dont  le  fommet  eft 
aux  extrémitez  iT<f 
& du  diamètre 
de  la  fphcre , & 

voilà- déjà  dix  faces  trouvées  de  Yicofaëdre. 


Oti  n'a  pas  jngi  k propts  de  marquer  Van^îe 
fait  de  ni  [es  cotez  dont  le  fommet  ejî  N , de  peur 
de  rendre  la  figure  confufe  ; il  y faut  fuppUer  far 
la  penfée. 

4°.  j’inferis  encore  dans  ces  mêmes  cercles 
Z&  X un  décagone,  dont  jejoinsles  angles’^i 
fe  répondent  dans  X & Z par  les  lignes  B È , 
PK,1H,  DG , FL  y &ic.  qui  par  l’hypothefe 
féront  toutes  égales  aux  rayons  de  Z & de  AT. 

5°.  Je  mene  les  diagonales  B K ^KI, IG  y 
GFf  é.c.  Les  quarrez  BP , côté  du  décagone , 
avec  celui  de  tK,  qui  eft  égal  au  rayon  de  Z 
& de  Xy  font  égaux  à celui  de  B K * : donc  B K 
eft  le  côté  du  pentagone  inferit  dans  X & dans 
Z f.  La  même  choie  fe  démontre  de  Kl  y de 
IG  y de  GF  y &.C.  les  triangles  B Kl  y KIGy  IGFy 
&c.  ont  pour  bafe  les  côtez  dudit  pentagone.; 
ils  font  donc  équilatéraux  entre  eux,  & aux  dix 
qui  compofent  les  deux  angles  folides , dont 
nous  avons  parlé  ci-deflus:  par  conféquent  il  y 
a entre  Z & X dix  de  ces  triangles,  dont  cinq 

ont- 
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•ont  leurs  bafes  fur  2,  & les  cinq  autres  fur 
Icfquels  avec  les  dix  déjà,  trouvez  font 
les  vingt  triangles  égaux  & équilatéraux  qui 
doivent  cornpofer  l’ieofaëdreÿ  ce  qu’il  falloit 
faire. 

Corollaire  I. 

Le  quarré  iu  dUmetre  de  U fphere  ejl  quint 
fie  du  quarré  du  rayon  du  cercle  ^ ou  qui 
eji  la  bafe  ^un  angle  folide  fait  de  cinq  équila- 
téraux. 

Cela  a été  deraoatré  dans  ce  Theorême , & 
ailleurs  *. 

C O R O L L A I R E I I. 

Le diametre^^ ejl  compofé  du  côté  deVhexa-  u» 
gone , OH  du  rayon  des  cercles  Z ^ X , deux 
cotez  du  décagone  infer it  dans  ces  'cercles. 

Cela  a été  démontré  dans  ce  Théorème, & 
ci-devant  t- 

Corollaire  III. 

Les  cotez  des  triangles  de  /’icofaedre  font  170 
igaux  aux  citez  des  pentagones  inferits  dans 
1c.  ou  X. 

THEOREME  XI. 

Les  cotez  de  /’icolaëdre  font  incontmenfura-  171 
lies  , tant  en  eux-mêmes  qu'en  puiJ)'etHce , avec  le 
diamètre  de  la  fphere  où  l’icofaédre  e/l  inferit. 
Euclid.  XIII.  Prop.  16. 

Le  quarré  du  rayon  des  cercles  qu’on  décrit 
pour  ùnc  Vicofaêdrey  clt  la  cinquième  partie 
de  celui  du  diamètre  de  la  fphere  |.  Soit  ce 
quarré  partant  celui  du  diamètre  delà 
Iphere  eft  5 bbi  Ces  deux  quarrez  font  donc 
' . ' com- 

* JStf. M,l4u  tyôf.M.tSu  ^/af.%.uu  ' ' 
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commenfurables , étant  comme  i à5.  Soit» 
côté  des  triangles  qui  îom.  Vuofaè dre  ^ lequel 
K eft  un  des  côtez  d’un  pentagone  inferit  dans 
un  cercle  dont  b eft  le  rayon  partant  b b 
XX  quarrez  du  côté  du  pentagone  dont  b eft 
. le  rayon,  font  incommenfurables,  auflî  bien 
que  leurs  racines  » & ^ t-  Et  puifque  le  quar- 
ré  du  rayon  eft  commenlurable  avec  le 
quarré  du  diamètre  de  lalphere,  ü faut  que 
XX  foit  incommenfurable  avec  le  quarré  de 
ce  diamètre  ; car  s’il  étoitcqjnmenfurableavec 
lui , il  le  feroit  4-  avec  celui  de  ^ ; & fi  6c 
le  quarré  du  diamètre  (bnt  incommcnfutables, 
X 6c  le  diamètre  le  font  auflî , puifque  les  rai- 
fons  des  quarrez  font  doublées  de  celles  de 
leurs  racines , 6c  qu’ainfi  fi  les  doublées  font 
fourdes , il  faut  que  les  compofantes  le  foient 
aulfi  : car  le  produit  de  deux  nombres  eft  un 
nombre. 

Theoreme  XII. 

Le  mime  cercle  comprend  le  pentagone  qui  efl 
une  des  faces  du  dodecaëdre , ^ /f  triangle  équs~ 
latéral  qui  eft  une  des  faces'  de  /‘icolaëdre.  £ucl. 
XIV.  Prop.  3-  -- 

X à.  Z foient  deux  cercles,  dans  Icfquels 
fuppoféquele  pentagone  de  X eft  une  des  fa- 
ces d’un  dodécaèdre , & le  triangle  équilatéral 
de  Z une  des  faces  à&Vicofaidre  ^ ces  deux 
corps  inferits  dans  une  même  fphere  dont  le 
diamètre  eft  a.  Il  faut  prouver  que  m , rayon 
de  X,  eft  égal  à n rayon  de  Z. 

. Je  fais  le  pentagone  T dont  chaque  côté 
eft  égal  au  côté  de  l’équilateral,  face  de  l'/Vo- 
faèdre.  Ce  pentagone  eft  ainfî  la  bafe  de  cinq 
des  triangles  à.tVicofaidre  %.  Je  coupe  Z)  F, 
' - rayon 

#/•/.«. J70. 
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rayon  de  Ty  au  point  G x 
en  moyenne  & extrême  3 
raifon.  Z)  G la  plus  gran- 
de partie  eft  le  côté  du 
décagone  •.  Soit  pareil- 
lement coupé  BC  en 
moyenne  & extrême  rai- 
fon  au  point  iC,  la  plus 
grande  partie  B K fera 
égale  au  côté  de  ce  pentagone  «•:  donc  BC. 

DFw  B K.  ainfi  BC*.  Z)F*:  : bÏL. 

DG  <*,  & 3BC  . 5_DZ>  : : . ^Dg\  Or 

B C eft  égal  au  côté  de  V hexaèdre  dont  trois 
qiiarrez  font  égaux  à aa^  quarré  du  diamètre  de 


la  fpheredans  laquelle  ileftinfcrit  «.  Et  ^DF 

eft  aufli  égal  k aa^:  don^  BC*=  5D/!  Ainfi 
dans  la  proportion  ci-deflus,  y ayant  égalité 

entre  3BC  & ^DF , il  y aura  aufïï  égalité 

entre  ^BK  & s DG  : donc  puifqusFfî  = DF 

~f  DG  donc  yF£  =z  s DF  — sDG^:  donc 

aufli  jFE  = 3BC  — I-  3BZf  : car  on  vient  de 

faire  voir  3BC  = yZîF,  & 3BA  = sDG, 

Niais  3SC  — |-  K s y & ^Flù 

= 15  »»*:  car  FE  eft  fuppofé  égal  au  côté  du 
triangle  équilatéral  dont  » eft  le  rayon,  & par 

COB« 

a£.4.«.l(X>  bX4.*.m.  cL.4.»,$7. 
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conféquent  puifque  \$tnm-=z'^BC  -+  3BX 
— % 

z=^FE  =5  i5'»w.  Donc  15  w w — ou 

»*»*  = »«,  & conféquemmcnt»*  = »;  ce  qu’il 
falloit  prouver- 

PROBLEME  VIII. 

•7*  Le  diâmetre  dune  fphere  étant  donné ^ trouver 
. les  citez  des  cinq  corps  réguliers  sfui  y font  infcrits. 
Eucl.  XIII.  Prop.  li. 

Il  faut  faire  ce  qui  a été  enfeigné  pour  trou- 
ver le  rapport  de  chaque  côté  des  corps  régu- 
liers avec  le  diamètre  de  la  fphere  oU  ils  font 
infcrits. 

Theoreme  XI II. 

174  La  furface  du  dodecaédre  ejl  égale  à trente 
fois  le  rtàangle  fait  dst»  des  citez  du  pentagone 
une  de  fes  faces ^ ^ de  V apothème  de  ce  pentagone^ 
y celle  de  ricofaëdre  à trente  fois  te  redangle 
fait  d'un  des  entez  de  P équilatéral  une  de  fes 
faces  y 55*  de  P apothème  de  ce  triangle.  Eucl. 
XIV.  Prop.  4. 

Ayant  mené  des  lignes  du  centre  du  pehta- 
. gone  & de  l’équilateral  à leurs  angles , X fera 

f>artagé  en  cinq  triangles,  & Z en  trois  ; ainfi 
es  douze  faces  à\x  dodécaèdre  en  foixan te  trian- 
gles , comme  X 
les  vingt  faces 
de  Vicojdèdre  en 
foixante.  Or 
chacun  de  ces 
. triangles, com- 
me ABC , eft  égal  au  redaimle  àe  AD  apo- 
thème , & de  BD  moitié  de  BC , comme  aufli 
G EH  i\i  reftangle  de  £ £par  G £ moitié  de 
ÇH*:  Donc,  &c. 

*Co- 
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Corollaire. 

La  furface  du  dodecaëdre  ejl  donc  à celle  de  17s 
/’icofàëdre,  comme  ADxBD  eft  à EF xFG. 

L E M M £ VI. 

L'Apothème  du  pentagone  eft  e'gal  à la  moitié  i7* 
£une  ligne  égale  au  côté  de  l'hexagone  ^ du 
décagone  infcrit  dans  le  même  cercle.  Euclid. 
XIV.  Prop.  I. 

BC  eft  le  côté  d’un  pen- 
t^one , par  conféquent 
Fc  côté  de  la  moitié  de 
l’arc  BFC , eft  le  côté  du 
décagone  y &.  A C rayon  du 
cercle  côté  de  l’hexagone. 

AE  eft  l’apothême  du  pen- 
tagone. Il  faut  prouver 
que  AE  eft  égal  à la  moitié 
de  AC  — 1-  et.  Je  fais  GE  égale  à EFi  & par- 
tant GC=  FC*  ’ ^ 

I®-  Fc  étant  la  dixième  partie  du  cercle  de 
l’angle  FA  C , eft  de  trentc-fix  ; & puifque 
l’arc  C D vaut  Iquatre  foisA|mte-fix  degrez, 
donc  l’angle  CFD  eft  de  fflPite-douze  dou- 
ble de  trente-fix  f.  Puifque  GC=i  Cf:  dont 
tCG  eft  ifofcele,  donc  l’angle  FCC  fera  aulîî 
de  foixante-douze  degrez:  donc  CG  A eft  de 
cent  huit  J.  Ajoutez  G AC  de  trente-fix,  ce- 
la fera  cent  quarante-quatre  que  j’ôte  de  cent 
quatre- V ingts, refte  trente-fix  valeur  de CG , 
qui  eft  ainfi  égal  k G AC;  par  conféquent 
A G =:G  C =FC:  donc  AG  :=  FC.  A\nh  AG 
-+  G E=  FC  — 1-  FE  y ou  A E = FC  — |-  F F : 
Donc  AE—f  EF  —F  FC  eft  le  double  de  AE: 
donc  AE  eft  la  moitié  de  A E-\-  EF  (ou 

Q AF 


Eîémens  de  Géêmetrie. 

A f rayon)  FC;  & par  conféquent  moi- 
tié du  côté  de  l’hexagone,  & de  /C  côté  du  ' 
décagone. 

Lemme  vil 


177  ABC  ç/î  a»  équilaté- 
ral , A E uae  perpeudicu- 
laire  qui  coupe  B C ; je  dis 
que  DE  = EF. 

B F eftcôtéde  l’hexago- 
nc , ainiî  égal  au  rayon  BD\  Bi' 
donc  D£=;:£F*. 

' Theoreme  XIV. 

«7t  Lafurface  du  dodecaëdre  à celle  de  /’ico- 
faëdre,<ro»2w^ /e  côté  du  cube  ejl  au  côté  de  1'\qq. 
faëdre,  infcrits  enune  mêmefpbere.  Eucl.  XIV 
Prop.  5. 

AD  efl:  le  côté  du  triangle  face  dQVicofaédre 
& B D eft  le  côté  du  triangle  face  du  dodé- 
caèdre qu’un  même  cercle  peut  comprendre  >>. 
££ coupe  parla  moitié  AD^  comme  EQ 
coupe  par  la  ni|||ié  B ; & par  conféquent 
l’arc  BCD  «:  dljjpC’D 
efl  la  corde  du  dccago- 
ne.  H efl  le  côté  d’un 
cube  infcriptible  en  la 
même  fphere. 

1°.  -H-  £C  -4-  CD. 

EC.  CD  i.  Or  EG  ell 
la  moitié  de  £C-f  CD  , 

& EF  la  moitié  de  EC  t , 
comme  aufli  EG  ~ ££ moitié  de  CD:  car 
2 EG  = £C  — F CD  g,  & 2 EF=EC : donc 

2 FC 

a/..i.)i.6i.  h/up.n.jjx.  eL.i.H.92.  d L.  4.  «.ir^.'. 
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2 LG  = 2 EF  H-  CD.  Otant  de  part  &;  d’au- 
tre 2 £/’,  vient  <2.EG  — o.  Et  — CD:  donc 
EG  Feft  moitié  de  CD.  On  a vu  cjue 
~^EC-^  CD.  EC.  CD:  donc  leurs  moitiez 
font  en  mêmeraifon  ; ainfi  -H-  E G.  EF.  EG 
^EF.  Mais  la  ligne  tJ  étant  le  côté  du  cube, 
fi. on  la  coupe  en  moyenne  & extrême  raifon , 
Bd  fera  Ion  plus  grand  fegment  ».  Ainfi-rr.//. 
BD.  H—  B D.  Donc  h.  BD::  EG.  EF\ 
Donc  Hx  E F—  B DxE  G.  Ov  H.  AD::  H 
xEF.  A DxE  F^.  Donc  H.  A D:  : B DxEG. 
AD  X EF\  c’eft-à-dire , comme  H côté  du  cu- 
be eft  à AD  côté  de  Vicofaëdre , de  même 
BD  X EG  eft  à AD  x EF;  mais  ces  deux  pro- 
duits font  entre  eux  en  même  proportion  que 
les  furfaces  du  dodécaèdre  & de  Vicofaëdre 
donc  &c.  Ce  qu’il  falloir  démpntrer. 

Théorème  XV. 

AB  rayon  étant  coupé  en  C en  moyenne  ^ tf^ 
extrême  raifon , ^ AC  le  plus  grand  fegment , 
le  quarré  de  B G côté  du  cube,  fera  à celui  de 

BK  côté  de  /’icofaëdre , comme  A13  — AC  eji 

-ÂB  -f  BC  . Eucl.  XIV.  Prop.  6. 

Soit  B FG  H I\xr\  pentagone  une  des  face» 
du  dodécaèdre  ^ Gc  B A.  L un  triangle  face  de 
Vicofaëdre;  ce  qui  cfl  poffible  e.  BG  eft  le  cô- 
té du  cube  infcrit  dans  une  même  fphere  f: 

donc  BK  = ^AB  «.  Or  AB  -+  CB  ^ yïc^: 

donc  B K eft  triple  de  AB  , comme  vf.a  -+  CB 

Q.  2 eft 

a A».  M.  Ko.  &'£.4.«.  irr.  bz,.4.«.fi7.  cL.4.*i.7î- 
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— » 

eft  triple  de  AC  . Ainfî 
1b  ::Aü~\-CB.' 

— X —1  T 

AC  . Perynutaitdo  B K . 

AB-+CB  AB  .AC  . 

Or  B F eft  le  plus  grand 
fegment  de  B G côté  du 
cuoe  coupé  en  moyenne  & extrême  raifon  * : 

Donc  AB  . AC  ; : BG  . BAi>,  : : BK  , A3 

-4-  CB  Permutando  BG  . BK  : : BF . AB 

-+'  CB  » Or  BFzs.  AB  -f  yfC^.  AB  & AC 
étan,t  côtez  de  l’hexagone  & du  décagone 

— s — ^ X 

Mettant  AB  -+  AC  en  la  place  de  BF , nous  . 

aurons  BG  . BK  : : AB  — f AC  . AB  — f-CB  ; 
ce  qu’il  falloit  prouver. 

THEOREME  XVI... 

Ile  C»mme  le  côte'  du  cube  ejl  au  côté  de  /’ico- 
faëdre  , Anji  le  dodecaëdre  ep  à /’icofaë- 
dre  infcrits  dans  une  même  fphere.  Eucl.  XIV. 
Prop.  7- 

Concevez  que  de  tous  les  angles  d’un  do- 
décaèdre, & de  même' de  Vicofaèdre , ox\  ait 
mené  des  lignes  au  centre  de  la  fphere.  Cela 
fera  dans  l’un  douze  pyramides  , & dans 
l’autre  vingt,  qui  feront  de  même  hauteur, 

' puisque  le  même  cerele  dans  la  fphere  com- 
prend une  des  faces  de  Yicojaèdre  & du  do- 

de- 
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dccaèdre  » ; ainfi  ces  pyramides  font  comme 
leurs  bafesb,  c’eft-à-dire , comme  les  furfa- 
ces  de  ces  deux  polyèdres.  Or  ces  fui-faces 
font  entre  elles  ® comme  le  côté  du  cube  au 
côté  de  Vicofaëdre. 

K 

PROBLEME  VII. 

Infcrlre  un  tetraëdre  dam  un  cube.  JEuclid.  ***• 
XV.  Prop.  I. 

De  A un  des  angles  du  B 
cube  concevant  qu’on 
ait  mené  les  diagonales 
yffi,  AC,  AD,  & BD, 

BC^  CD,  vous  apper- 
cevrez  ABC  D un  tétraè- 
dre ou  pyramide  de  qua- 
tre triangles  équilatéraux, 
car  les  diagonales  font  ^ 
égales;  ainfi  le  triangle  ABCtzzBAD,  &c. 

Il  faut  avoir  à la  main  les  corps  r/^uliers  dont 
on  parle.  Il  ejl  facile  de  les  faire  félon  qu'on  l'a 
enfeigne'^.  Tout  ce  qu'on  va  lire  fera  aif/,  fai^ 
faut  fur  chaque  corps  ce  qu'on  dit  ici  qu'il^  faut 
faire  ; autrement  les  démonjirations  futvantes 
feront  obfures. 

PROBLEME  VIII. 

Infcrire  un  oftaëdre  dans  une  pyramide  ou  tis 
tetraëdre.  Eucl.  XV.  Prop.  2. 

Coupez  par  la  moitié  tous  les  fix  côtez  de  la  ' 
pyramide  ou  tetraëdre; joignez  les  points  de 
fedion  par  douze  lignes  qui  feront  toutes  éga- 
les , & feront  huit  triangles  équilatéraux. 

0.3  Pro- 

a fuf.  *.  1 7* . b /»/.  ».  1 aj . c fuf.  ».  i j». 
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PROBLEME  IX. 


ig}  Dans  un  cube  faire  un  odlaëdre.  Eucl.  XV. 
Prop.  3. 

Avant  pris  le  centre  de  chaque  face  du  cu- 
be, ü faut  joindre  ces  centres  en  tirant  des 
lignes  autant  qu’il  en  faut  ; favoir  douze , qui 
étant  toutes  égales  feront  huit  triangles  égaux, 
& par  conféquent  un  oilaêdre. 

PROBLEME  X. 

iif  > Dans  UH  oGCàüdxe  faire  un  cube.  Eucl.  XV. 
Prop.  4*  , 

’ 1°.  Coupez  par  la  moitié  tous  les  côtez 
de  Voâaëdre.  2®.  Menez  des  lignes  par  toutes 
-cès  feftions  fur  les  faces  de  ce  corps,  ces  li- 
gnes feront  toutes  égales,  & feront  deux  quar- 
rez  oppofez,  lefquels  joignant  par  quatre  au- 
tres lignes  qui  feront  égales  aux  premières, 
&les  oppofées  étant  parallèles,  elles  feront  un 
cube;  ce  qui  ell  évident. 

• PROBLEME  XI. 

Faire  un  dodecaëdre  dans  un  icofaëdrc.  Eucl. 
XV.  Prop.  5. 

Cinq  triangles  de  Yicofaêdre  qui  font  un  an- 
gle folide  ou  une  pyramide,  ont  pour  bafe  un 
Dcntagonc*.  Il  Ædt  couper  tous  es  côtez  de 
cette  pyramide  par  la  moitié  ;le  plan  de  cette 
feélion  fera  un  pentagone  & une  des  faces 
du  dodécaèdre  \ car  en  faifant  la  iiieme  chofe 
î,  mus  les  angles  folides  ou  pyramides  de  1 /«- 
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ra  douze  pentagones  égaux, 
douze  faces  du  dodecaedre. 
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Le  diamètre  de  la  fphere  étant  fiippofé 
1000,  les  côtez  des  corps  réguliers  inlcrits 
dedans  feront  à peu  près  comme  les  nombres 
fuivans. 

Le  Tétraèdre  8l<5 

UOéiaëdre  707 

U Hexaèdre  OU  Cube  577 

L'Icofaèdre  J27 

Le  Dodécaèdre  3J7 
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DE  LA  MESURE 

DE  L’ETENDUE.  . 

LIF R E SIXIEME, 

De  la  Méthode. 


AVERTISSEMENT. 

A Méthoii  que  nous  avons  fuivie  jus- 
qu'à préfent , f'a  été  de  conjiderer  i' i- 
dée  des  chojes  dont  nous  parlions^  Ç<j* 
éCen  tirer  leurs  proprietez.  Par  exem~ 
pie  ^ quand  il  s*ejl  a^i  de  démontrer  les 
prêprietez  du  Cercle  j nous  avons  eonjideré  quel- 
le était  la  figure  à qui  on  donnait  ce  nom  ',  com- 
ment  elle  fe  faifoit  ; ce  qu'elle  était  : ^ c'efl  de 
Vidée  de  cette  figure , que  nous  avons  déduit  fies 
proPrietez.  Cette  méthade  fiuppofie  la  chofie  connue. 
Ces  Elémens  rn^  étaient  connus  avant  que  de  les 
écrire  ; ÿ ce  que  J'ai  fiait,  ç'a  été  défaire  ap- 
percevoir  dans  l'idée  des  chofies , ce  qui  y eji , tlf 
te  que  fy  avais  vu.  Il  y a une  autre  méthode^ 

avec 
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*vec  laquelle  on  trouve'  ce  qu'on  ne  connoijfoit 
pas , Çÿ  que  f ai  employée  moi-même  dans  ces  Ü//- 
mens  en  beaucoup  cPoccafions^  pour  trouver  ce 

Îueje  ne  favots  point  ; c'eji  pourquoi  on  l'appelle 
Méthode  d’invention , au-lieu  que  la  première 
fe  peut  nommer  Méthode  de  Do6trine.  Cette 
fécondé  'ejl  tris- p^énir ale  ; proprement  elle  ne 

fttppofe  aucune  connoijj'ance.  J'en  ai  déjà  parlé 
dans  les  Ele'mens  des  Mathématiques  \ mais  je 
l'applique  ici  à la  Géométrie  , ^ je  la  traite  d'une 
maniéré  particulière  ; ainji  ce  qu'on  va  voir  n'eji  ■ 
point  une  répétition  inutile. 


Chapitre  Premier, 

De  la  méthode  qu'il  faut  fuivre  dans  P examen 
d'une  Quejiion , ou  Problème.  En  premier  lieUy 
il  lafasct  bien  concevoir , ü’  l'exprimer  nettes 
ment.  ■ 

CE  n’eft  que  par  l’application  de  l’efprit , i 
qu’on  atteint  la  vérité:  on  fe  diftrait  fa- 
cilement. Pour  remedîer  à ce  défaut , il  faut  ar- 
rêter fon  efprit , exprimant  par  une  figure  ce 
qu’il  doit  confiderer;  ce  qui  n’eft  pas  impofii- 
ble , quoiqu’on  ne  connoilTe  pas  entièrement 
les  ehofes  qui  font  en  queftion.  Il  faut  bien 
qu’on  ne  les  ignore  pas  entièrement;  autre- 
ment , fi  elles  n’avoient  aucune  prife , ce  feroic 
en  vain  qu’on  les,attaqueroit.  Or  ce  peu  de 
connoifiance  donne  lieu  de  fuppofer,  que  félon 
qu’on  le  propofe,  elles  doivent-^être  faites  de 
telle  & telle  maniéré.  On  peut  donc  tirer  certai- 
nes lignes  conformément  à cette  fuppofition. 
Ces  lignes , puifque  l’on  les  tire  telles  qu’elles 

Q 5 doi- 
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doivent  être,  font  connues; &, comme  on  le 
va  voir , elles  peuvent  faire  connoitre  celles 
qu’on  cherche.’ La  première  chofe  qu’on  doit 
faire , c’eft  de  bien  exprimer  ce  qui  elt  en  quef- 
tion,&  qu’on  veut  connoitre.  L’importance, 
c’eft  que  cette  exprelTion  foit  nette,  qu’on  y 
vove  ce  qu’il  faut  chercher,  (Sc  qu’elle  foit  déba- 
raltée  de  ce  qui  ne  ferviroit  qu’à  la  rendre  obf- 
cure.  Cela  fe  comprendra  mieux  dans  les  exem- 
ples fuivans , oh  l’on  va  voir  que  la  feule  expreA 
fion  réfout  fouvent  des  queflions  difficiles. 
J’entens  ici  les  expreffions  qui  fe  font  par  des 
figures,  auffi-bien  que  par  des  difeours. 

Question. 

3 Démontrer  que  la  furface  d'un  triangle  ejl  égale  à U 
moitié  de  /«  jomme,de  fes  trois  cotez,  y multi- 
pliez. far  U rayon  d'un  cercle  qui  lui  ejl  inferit, 

La  feule  vue  de  cette  figure  démontre,  que 
cela  efl;  véritable.  Des  angles  du  triangle 
ayant  mené  des  lignes  au 
centre  du  cercle  qui 
lui  eft  inferit , on  fait  les 
trois  triangles  BAC  y 
CAO , DAD  égaux  en- 
femble  au  trianglefiCZ), 

& qui  ont  pour  hauteur 
le  rayon  de  ce  cercle.  Ils 
font  donc  égaux  à un 
triangle , dont  la  bafe  efl 
égale  aux  trois  côtez  de  BCD,  & qui  a pour 
hauteur,  le  rayon  du  cercle  inferit  *;  la  furface 
de  ce  triangle  efl  donc  égale  au  produit  de  la 

- moi* 
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moitié  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ; ce  qu’il  fal- 
loir prouver. 

Voyons  encore  par  un  autre  exemple,  com- 
bien la  maniéré  d’exprimer  une  queftion  par 
une  fjgure  convenable,  en  facilite  la  réfolution,  \ 

« 

Question. 

Démontrer  que  dans  le  triangle  ABC,  fi  de  3 
Panrte  C A B 0»  mene  une  perpendiculaire  fur 
B C , fomme  des  deux  cotez  A B CJp  A G 
ejl  à h bafe  de  f angle  que  ces  deux  cotez 
comprennent , cor&yne  la  différence  de  CD  ^ 
BD  efi  à ceUe  de  KC  ^ KB. 

Pour  trouver  la  démonftration  de  ce  Théo- 
rème , <3c  l’exprimer  d’une  maniéré  qui  facilite 
l’invention , de  comme  centre,  ècdcrintei:- 
yalle  /iB  le  plus  petit 
côté , je  fais  un  cer- 
cle: Et  puifque  A B 
eftégal  àyf£,laligne 
CE  eft  la  fomme  des 
côtez  AC  ôc  A B . Les 
lignes  AFôc  AB  font 
égales  ; donc  C F eft  . _ 

leur diference.  Puif-  c g'**.  ® ’ 

que  auflîDB=DG,  

la  ligne  GC  fera  la  différence  entre  CD  ôcDff.^ 
Ainfi  voilà  une  expreffion,  ou  une  figure,  qui 
marque  ce  que  l’on  cherche.  Après  quoi  la 
queftion  fe  réfout  facilement  ; car  C E xC  F 
=r  CB  x CG  *:  donc  CE.  CB  : : CG.  CFfi 
ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Q (S  C â- 
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4 On  peut  exprimer  les  lignes  Ç3’  toutes  les  gran- 
deurs ^ dont  il  eji  parlé  dans  une  •queflion , Çÿ 
faire  fur  elles  toutes  les  operations  de  l' Arithmé- 
tique , fans  les  tonnoitre.  • 

CEtte méthode,  que  nous  enfeignons  ici, 
eft  fort  générale , & fort  differente  de  cel- 
le qu’on  a fuiviejufqu’à  préfent.  Nous  recher- 
chions les  proprietez  de  quelque  figure  ; &;  il 
s’agiffoit  de  la  maniéré  qu’on  pouvoir  trouver 
fes  proprietez,  & les  démontrer.  Ici  dn  ne  con- 
Cdere  autre  chofe  dans  lesGrandeurs  qu’on  exa- 
mine, fînon  qu’on  les  peut  ajouter  à ^'autres 
grandeurs,  ou  les  retrancher  fi  elles  font  peti- 
tes : qu’on  les  peut  multiplier,  ou  divifer.  On  a 
cnfeigné  dans  le  troifieme  Livre,  comment  cela 
fe  peut  faire  de  tout  ce  qui  eft  grand,c’eft-à-dire, 
capable  du  plus  ou  du  moins,  foit  lignes,  foit 
nombres.  Ainfi  cette  méthode  eft  déjà  expli- 
qué# en  partie,  & nous  en  avons  fait  un  ufage 
par- tout.  Si  on  a lu  les  Livres  précédées , on  ne 
peut  donc  ignorer  que  par  on  peut  en- 

tendre deux  lignes  « a ^ ajoutées  enfembles;  par 
a~hy  qu’on  a retranché  ^de<»;par<ï^qu’onamul- 
tîplié  a par  ^ ou  ^ par«;  qu’ainfi  ab  eft  un  rect- 
angle , dont  les  lignes  aékb  font  les  côtez  ; que 
aa  ou  a*  eft  un  quarré,  dont  la  ligne  a eft  un 

des  côtez  ; que  “ eft  un  reClangle,  ou  plan  di- 

P 

vifé  par  b , après  laquelle  divifion  il  ne  refte  que 
le  côté  a,  c’eft-à- dire,  que  ce n’eft plus  qu’une 
ligne , fuivant  ce  qu’on  a enfeigné  au  corn- 
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mencement  du  Livre  troifîeme , qu’on  peut  ef- 
facer la  lettre  qui  eft  au-deflus  & au-deflbus  du 

Cgne  de  la  divifion  ; qu’ainfi  = a. 

Les  puiflànccs  s’expriment  de  même,  aulîi-  5 
bien  par  lettres  que  par  ligues  ;ainfî  on  marque 
par  lettres  les  rapports  des  figures  ; car  fi  un 
triangle  eft  reftangle , dont  l’bypothenufe  eft  « • 
& les  deux  côtez  ^ & r , fuivant  qu’on  l’acn- 
feigné»^ou^aa=zl>i—[-e(,oua*zsè*--\-c*,  df 

Tous  les  rapports  des  triangles  femblables  fe  6 
peuvent  exprimer  de  même  par  lettres  : car  li 
ylBC  &ÜÉF  font  Ümbh- 
bles,  que  /I B=:a,  &BC 
=l>y6LDE=:m,&EF=»- 
alorstf.^::  t».  »:  Etpuif- 

3ue,  félon  ce  qui  a été 
itc,  multipliant  i par»», 

& divifant  le  produit  i>»i 

par  le  premier  terme  a , le  quotient  ~ eft  le 
quatrième:  donc  EF=.~y  & par  le  même 

raifonnement  = /f  B.  Ce  qui  donne  le 

moyen  de  marquer  les  rapports  des  li^es, 
aulîi-bien  que  des  nombres. 

Cette  maniéré  générale  d’exprimer  toute  ^ 
grandeur  , & de  faire  fur  elle  les  operations  ^ 
qu’on  fait  fur  lès  nombres , eft  ce  qu’on  ^pelle 
l’Algebre,  comme  nous. l’avons  dit  <*.  Elle  eft 
difficile  à' ceux  qui  n’ont  pas  coutume  de  s’en 
fervir  ; ce  qui  n’arrivera  pas  à ceux  qui  fe  font 
fervisde  nos  Elémens.  Remarquez  que  dans  la 

Q 7 m^ul- 
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multiplication  l’on  peut  réduire  un  produit  à 
une  proportion  : par  exemple,  le  produit  de  a 

Ï >ar  l>,k  une  proportion  dont  le  premier  terme 
bit  l’unité  ; le  fécond  & le  troiüeraefoientles 
deux  grandeurs  quife  multiplient;  & 

le  quatrième  terme  foit  ab^  qui  eft  le  produit 
de  la  multiplication,  ce  qui  eft  évident:  car, 
foit  ce  quatrième  terme  nommé  a-:  donc  1.  4 


\'.b.  X.  Or  Mais  l’unité  nedivilànt 

• . 
point,  comme  ne  multipliant  point:  donc  ^ 

= «/;-,&  partant JC.  Par-tout  oü l’unité  n’eft 
point,  on  la  peut  fuppqfer,  puifqu’elle  n’ap- 
porte aucun  changement.  Ainfî  le  produit  ae 
trois  lettres,  comme  <j^f,peut  marquer  ces  deux 
proportions  : 

1.  c:  ; ab.  abc-,  & i.  ab  : : c.  abc.  Cela  fait 
voir  que  le  produit  de  quatre  lignes  mar- 
que trois  proportions  ; le  produit  de  cinq  lignes 
abede , marque  quatre  proportions  ; & dans  ces 
' proportion?le  produit  total  n’eft  qu’une  ligne, 
qui  réfulte  de  toutes  ces  proportions , lorfque 
'le  premier  terme  eft  l’unité;  car  puifque 

I.  a:  : b.  ab;  donc  l.  b:  ; 4.  ak 
■ De  même , puifque  i.  ab::  c.  abc; 

Donc.  i.  c::  ab.  abc. 

Le  quotient  d’une divifîon  exprime  une  ligne. 


par  exemple,-^  : car  cela  fe  peut  réduire  à cette 

proportion  b.  a:  : t . xicar  ^ou -y=x. 

O II  eft  facile  de  faire  toutes  les  operations  de 
^ l’Arithmétique,  avec  le  compas  & la  règle.  On 

peut 

*X. 
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peut  ajouter  une  ligne  à une  autre  ligne , ou  re- 
trancher une  plus  petite  d’une  plus  grande. 
Pour  la  multiplication  d’une  ligne  par  une  ligne, 
c’eft-à-direpour  trouver  mie  ligne  qui  foit  éga- 
lé au  produit  de  deux  lignes , voilà  ce  qu’il  faut 
faire.  Soient  ces  deux  lignes  AD  & AC  qu’on 
veut  multiplier  l’une  par  l’autre  ; il  faut  prendre 
fur  AC  {aligne  AB  égale 
à l’unité , & mener  une 
ligne /fZ)  qui  falTe  un  an- 

!;le  à difcretion  avec/iB. 
e tire  une  ligne  par  D & 
i , & une  autre  par  C 
qui  lui  foit  parallèle;  ce  qui  étant/ait,  AEfera 
la  ligne  que  l’on  cherche:  car  AB.  AD:  : AC. 
AE  : donc  AB  x AE  = A D'n  AC.  La  multipli- 
cation n’augmente  pas  une  grandeur,  quin’eft 
multipliée  que  par  l’unité , c’eft- à-dire,  qui  n’eft 
prife  qu’une  fois;  Ainfi comme eftl’unité, 
en  multipliant  A E , elle  ne  l’augmente  point. 
Donc  AE  qui  eft  une  quatrième  proportionnel- 
le , fera  égale  au  produit  ùeAD  par  aC  ; ce  que 
l’on  cherchoit. 

Si  l’on  veut  divifer  AE  par  AC , ayant  pris  p 
AB  égale  à l’unité , & mené  par  B une  parallèle 
4C£,on  aura  //Z)  qui  fera  la  valeur  de  AEùxvi- 
féepar /ifC;car /ffî.  AD::  //C.  y^£,  & l’uni- 
té eft  au  quotient  d’une  divifion,  comme  le  di- 
vifeur  eft  à la  grandeur  divifée. 

S’il  faut  tirer  la  racine  quarrée  de  G//,  je  lui 
ajoute  une  ligne  droite  t G qui  foit  l’unité , & 
divifant  EH  en  deux  parties  égales  au  point  £; 
du  centre  E je  fais  le  cercle  FIH:  élevant  en- 
fuite  du  point  G une  ligne  droite  jufqu’à  I à an- 
gles droits  fur  Z7/,  la  ligne  G/eft  la  racine  que 
l’on  cherche  : car  tG.Gl.GH.  Donc  le 

quar- 
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quarré  de  G/,  eft  égal  au 
produit  de  GH.  Or,  FG 
étant  Tunité , elle  n’aug- 
mente  point  la  valeur  de  /* 

GH  en  la  multipliant,  ainfî  / 

GH  cft  égale  au  quarré  de  p'*’ 

G/,  qui  par  confequent 
efl  la  racine  de  GH.  Par  ce  même  moyen  on 
peut  trouver  une  Ugne , qui  foit  é^e  à la  raci- 
ne quarréed’un  nombre  qui  n’elt  pas  quarré; 
par  exemple,qui  foit  égale  à la  racine  d’un  quar- 
ré qui  vaut  i8  : car  prenant  GH  égale  à iS  > & 
lui  ajoutant  FG  égale  à l’unité;  & de  E milieu 
de  cette  ligne , comme  centre, faifant  un  cercle, 
la  ligne  Gl  fera  égale  à la  racine  quarréede  i8 , 
qui  ne-peut  être  exprimée  par  aucun  nombre, 
comme  nous  l’avons  vu  dans  le  quatrième 
Livre. 


Chapitre  III. 

1 1 Après  étvoir  exprimé  u»e  Queftion  ou  Problème j 
£5’  fait  la  fixure  qui  lui  convient il  faut  SJîin~ 
guer  ce  qui  y ejl  connu  d'avec  ce  qui  ne  Peji 
pas  ; y confiderer  fi  le  Problème  eft  déterminé  y 
ou  indéterminé. 

A Près  qu’on  a conçu  nettement  une  QueG 
tion  ou  un  Problème,  & fait  la  figure  qui 
en  exprime  les  conditions , il  faut  diftinguer  ces 
trois  chofes.  i°.  Les  lignes  qui  font  connues. 
a°.  Celles  qui  ne  le  font  pas.  3“.  Touslesrap- 
ports  que  ces  lignes  connues  & inconnues  peu- 
vent avoir  entre  elles.  Une  partie  des  lignes 
qu’on  tire  pour  exprimer  le  Problème  font  con- 
, . nues. 
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nues,  les  autres  font  fuppofées,  c’eft-à-dire, 
qu’on  fuppofe  ou’elles  doivent  avoir  tels  & tels 
rapports  avec  les  lignes  qui  font  connues.  Or 
aujourd’hui  c’eft  la  coutume  de  marquer,  par  les 
premières  lettres  de  l’Alphabet,  les  lignes  qui 
font  connues,  les  nommant  ou«,ou  ou  <■,  ainli 
de  fuite.  On  marque  avec  les  demieres  , y , 
celles  qui  font  inconnues;  quelquefois  il  eit  bon 
de  fe  iervir  des  premières  lettres  du  nom  des 
grandeurs  connues  & inconnues;  par  exemple 
marquant  un  nombre  par»,  une  Ibmme  parx, 
le  tems  par  t , la  vîtelTc  par  v.  Enfuite  il  faut 
confiderer  fi  de  la  maniéré  que  le  Problème  eft 
propofé , il  dépend  de  la  volonté  de  choifir  cer- 
taines grandeurs , tirer  certaines  lignes , ou  fi 
toutes  celles  que  la  queftion  renferme,  font  dé- 
terminées, de  forte  que  tout  ce  que  l’on  peut 
faire , foit  de  leur  donner  des  noms  convena- 
bles. Il  faut  donc  examiner  d’abord  fi  la  Quef- 
tion eft  déterminée,ou  indéterminée.  Dans  une 
Queftion  indéterminée,  on  n’y  apperçoit  point 
de  rapport,  qui  donne  le  moyen  d’exprimer  en 
deux  maniérés  les  grandeurs  inconnues.  Car 
qu’eft-ce  qui  fait  que  je  puis  appellerla  même 
grandeur  ou  x , ouj>  -4-  ? C’eft  que  je  fai  que 
X eft  égal  à y , après  lui  avoir  ajouté  a ; que  x =.y 
— f-«.  C’eft  là  un  rapport  déterminé. 

Mais  quand,  fans  en  déterminer  aucun,  on  12 
propofe  par  exemple  de  couper  le  diamètre 
AB , de  forte  que  le  reftangle  des  deux  parties 
foit  égal  à un  quarré,  ce  Problème  eft  indéter- 
miné; & je  ne  puis  trouver  une  double  expref- 
fion , qu’en  fuppofant  un  certain  rapport;  celui- 
ci  par  exemple,  que  /9B  eft  coupé  en  C.  Après 
cela , de  l’intervalle- de  la  moitié  ûq  AB  ayant 
fait  un  cercle , & élevé  fur  C la  perpendiculaire 

CZ?  J 
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C D , j’aurai  ce  que  je 
cherche  AC.  C U. 
CB*:  donc  AC  x.  CB 


13 
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jy 


% 


B 


= Çüf.  Un  Problème  : 
indéterminé  peut  avoir  ^ " 

pluficurs  réfoîutions  ; car 
en  quelque  part  du  diamètre  que  foit  C,  le  quar- 
ré  de  CD  lera  égal  au  reétangle  des  parties  du 
diamètre  coupé  comme  on  avoit  propofé  de  le 
faire.  Jepouvois  couper ailleurs  qu’en  C. 

Un  Problème  eft  dit  déterminé,  lorfqu’on 
n’y  peut  fatisfaire  qu’en  obfervant  certaine  cho- 
fe’qui  le  détermine , & qui  ne  dépend  pas  du 
choix  de  celui  à qui  il  eft  propofé , c’eft-à-dire , 
que  les  grandeurs  qu’il  renferme,  ont  un  certain 
rapport  qui  leur  eft  particulier.  Par  exemple, 


, on 


î 


C B 


?Li 


Ab  étant  divifé  enC, 
propofé  de  prolonger  AB 
jufqu’en  D , point  incon- 
nu ; de  forte  que  le  quarré  A, 
de  CD  foie  égal  au  reélan- 

glede//ZJ&deBD:alors  

comme  ce  prolongement 
BD  eft  déterminé , c’eft-à-dire , qu’il  a une  cer- 
taine longueurprécife;  ce  Problème  eft  déter- 
miné: Et  fuppofé  que  AC=za^  & C 
B Dzza, on  aura  cette  double expreflîon , fa- 
voir  pour  le  reftangle  ax  — f-  — f-  jc-*’  , & pour 

le  quarré  b b — ixb-^x  x\  lefquelles^  deux 
grandeurs  fuivantla  fuppofition  doivent  être  é- 
gales  ; ainfi  4x  “f  -+  xjf  = -t-  2 H- xx, 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  connoitre  la 
valeur  de  a- , fuivant  qu’il  fera  enfeigné. 


*Zi.4.  \ L.%.n.s7, 


Cha-* 
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Chapitre  IV. 

La  connoijfance  des  rapports  qui  fout  entre  les  ît-  14 
gnes  de  U figure  d'un  Problème  , donne  le 
moyen  de  les  égaler  ou  de  trouver  de  doubles 
expr e (fions \ ce  qui  s'appelle  Equation. 

SI  on  fait  que  trois  lignes  connues,  c 
font  en  proportion, & que  x inconnue  eft  le 
quatrième  terme  de  cette  proportion  ; qu’ainü 

a.  b.:',  f.  * , alors  puifque  — x,ona  cette 

double  expreflîon  x de  la  même  grandeur, 

& c’efl  ce  qu’on  appelle  Equation.  Trouver  des 
Equations,  c’eft  trouver  de  doubles  expreffions 
d’une  grandeur  inconnue;  ce  qui  fe  peut , quand 
on  connoit  quelqu’un  de  fes  rapports  avec  les 
grandeurs  connues. 

Si  on  fait  que  b fomme  de  de  ^ eft  égale  15 

à l’inconnue  x ^ *tte  exprelîion  a b x 
fera  une  Equation.  Il  eft  évident  que /<* 
de  deux,  lignes  inégales , moins  la  moitié  de  leur  ^ 
différence , eft  égale  à la  plus  petite  ligne  ; $3*  " 
cette  même  moitié plus  la  moitié  de  leur  diffé- 
rence , eft  égale  à la  plus  grande  ligne. 

Soit  la  ligne 

= 1,1,: 

/^£)  = X,  & 1 n 'J ' li 

DC=Z. Sok  AD  B E 

DE  leur  dif- 
férence , dont  BD  eft  la  moitié.  Soit  ZB  = ySc 
■DE  = 2 Æ ; ainfîDB  ou  BE  =za.  Il  eft  clair  que 

Â3 

* L.  }•  *.  tfo. 
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— o\xy—az:zAD  oujr,  & que  BC 
H-BZ)  ou  y-f4  = DC  ou  «.  Ainfî  lorfqu’on 
connoit  la  difFerence  de  deux  grandeurs  incon- 
nues , on  a le  moyen  de  les  exprimer  de  deux 
maniérés. 

Quand  il  s’agit  de  Problèmes  de  Géométrie, 

* les  léules  figures  font  fouvent  appercevoir  le 
rapport  des  lignes , dont  il  ell  parlé  par  le  Pro- 
blème ; car  fi  par  exemple  je  l'ai  que  l’inconnue 
X eft  l’hypothenufe  d’un  triangle  redlangle, 
dontles  deux  autres  côtez  font/^&^,jefaique 
X X bh  —>r  dd*\  ainfi  voilà  une  double  ex- 
prelîiondejf.  Un  plan  eft  fait  de  la  multiplica- 
tion de  fes  deux  racines  ; fi  on  le  .divil’e  donc 
par  l’une,  le  quotient  de  la  divifion  fera  l’autre. 
Ainfi  b.  c\  d.  X y puifque  b x — cdy  divi- 

fant  cd  par  le  quotient  "—x.  Si  x étoit 

' moyenne  proportionnelle  entre  c Sud  y alors  xx 
t=:cd. 

Lç5  figures  ou  leurs  propriété , qu-’ou  dé- 
couvre aifément  quand oniit  les  élémen6,& 
ces  proprietez  connues , uranent  les  moyens 
de  trouver  des  Equations. 

17  Ce  qu’on  a vu  dans  le  troifieme  Livre  tou- 

chant les  PuilTances , eft  aufli  une  fource  de  dif- 
ferentes Equations  : car  fi  je  fai  que  4 — ^ 
=:jr,donC44 — \-i  ab—\- bbzzix X Si  x eft 

’ l’hypothenufe  d’un  triangle , & que  les  deux  cô- 
tez foient  a Çl  b y alors  aa-+  bbz=.xx'y  partant 
xx-~-aa  — bby  ou  xx  — bb=:xa. 

18  On  peut  exprimer  différemment  les  mêmes  , 
grandeurs , marquant  les  parties  pour  le  tout , 
ou  le  tout  pour  les  parties  ; ou  les  puiflances 
pour  les  racines,  ou  les  racines  pour  les  puif- 
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fances;  car  fi  d -f  ^ = je,  donc  ^a*-\-zab 

, ^ bb  ^ X x‘,  on  aa —\r  2ab  z:i  X X — bb^on 

I 'dd— H bb^zxx  — 2ab.  Il  eft  évident  qu’on 

I peut  trouver  une  infinité  d’Equations  en  cet- 
te maniéré: 

Sid^sjrx;  éonc  y ab—x. 

Ainfi  en  ajoutant , retranchant , multipliant,  19 
divifant,  on  trouve  le  moyen  d’égaler  des  gran- 
deurs , d’en  trouver  de  doubles  expreffions  ou 
Equations, en  quoi  confîfte  principalement  l’art 
de  cette  méthode  que  nous  enfeignonsici,  & 
qui  fe  nomme  Analyfe,  c’eft-à-dire , méthode 
àer^folutiouy  parce  qu’on  taille  ou  coupe,  pour 
ainfi  dire,  la  grandeur  qu’on  cherche:  on  lui 
ajoute , on  lui  retranche , on  la  multiplie , on  la 
divife , on  la  réfout,  jufqu’à  ce  qu’elle  fe  trouve 
précilement  égale  à une  grandeur  connue , a- 
près  quoi  elle  n’efi:  plus  inconnue. 


Chapitre  V. 

U faut  trouver  autant  à' Equations  qu'il  y a de 
lignes  inconnues  ^ ^ réduire  toutes  ces 
Equations  à une  feule. 

CE  qtfon  cherche  dans  une  Queftion,  dans 
un  Problème , & généralement  lorïqu’on 
veut  connoitre  ce  qu’on  ne  connoit  pas  encore; 
c’eft  de  ramener,  pour  ainfi  dire,  l’inconnu  à 
ce  qui  eft  connu  : comparer  l’un  avec  l’autre, . 
& remarquer  leur  différence,  c’eft-à-dire,  ce 
^ qui  fait  que- l’un  eft  plus  grand  que  l’autre;  & 

’ qu’ainfi  on  découvre  ce  qu’il  faut  leur  ajouter, 
ou  en  retrancher,  pour  les  égaler;  ce  qu’on  con- 
noit 

* L*|.S.2«.  ■ , 
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noitaufli  quand  on  fait  précifément  quelle  cH 

leur  raifon:  car  fi  jr  eft  le  tiers  de  «jdonc  je 

Si  c’efl:  a quieH:  le  tiers  de  x,  donc  ^a—x. 

21  On  peut  de  cette  maniéré  trouver  les  doubles 
expreiïions  de  toutes  les  grandeurs , dont  il  eft 
parlé  dans  le  Problème,  c’eft-à-dire,  trouver 
des  Equations;&  il  en  faut  chercher  autant  qu’il 
y a de  grandeurs  inconnues.  Il  y a toujours  dans 
un  Problème  une  principale  ligne  inconnue, qui 
efl  celle  dont  dépend  la  réfolution  du  Problème: 

& c’eil  à cette  Equation  qu’il  faut  réduire  toutes 
les  autres , de  forte  qu’il  n’y  ai  t plus  qu’une  feule 
lettre  inconnue  ; car  fi  on  fait  que  at  -4-  ^ , 

ou  que  Z— è = partant  oh  feront  ces  deux  , 
inconnues  je  pourrai  toujours  fubftituer  a'  -+  b 
en  la  placé  de  z,  ou  en  la  place  de  a,  & 
par  conféquent  réduire  la  (^ueftion  à des  termes 
oh  il  n’y  ait  qu’une  feule  inconnue.  Il  y a diffe- 
rentes méthodes.  Quand  on  connoit  que  l’in- 
connue e(ï  le  troifîeme*  ouïe  quatrième  terme 
d’une  proportion , on  la  peut  exprimer  avec  les 
lettres  des  grandeurs  connues  ; car  fî  ~^a.  b.  x ; 

jqjjc  ÜL  sa  *.  Si  b'.',  c.  x\  donc  ~=x. 

Les  termes  d’une progrefTion  fe  peuvent  expri- 
mer de  maniéré,  qu’on  n’employe  que  la  raê- 
" melcttre.  Sij’avois  cette  progrefTion  de  quatre 
termes  exprimés  par  quatre  differentes  lettres 
-H-  b.z.x.y,]e  lespourrois  réduire  d’une  ma- 
niéré qu’il  n’y  eût  qu’une  lettre  inconnue  ; car 
fuppoiant  que^  eft  égal  à i,  jepourrois  dire  que 
4^  I.  Z.  zz.  zzz.  1°.  t ^ on  I eft  à a,  comme 
léquarréde  ^ ou  i eft  à celui  de  z ; c’eft-à-dire, 
b.x'.\  bb-zz,  OUI.  a::  i.z«;  ainû  puifque  . 

zz 
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J je  puis  fubllituer  ««  à la  place  de  ;r.  De 
même ^ ou  i eftày,comme  bbbo\xi  eükzzz*. 
Donc  puifque  zzz  au  lieu  de  y je  place  zzzi 

ainfije  réduis  ces  quatre  grandeurs  b^z^x^yk 
celles-ci , i , « , , zzz.  11  y a une  infinité  de 

maniérés  femblables.  Ce  font  des  méthodes, 
chac«n  en  peut  trouver  de  plus  heureuïes  ; ce 
qui  lui  donne  lieu  de  réfoudre  facilement  des 
Problèmes,  qui  font  très-difficiles  à ceux  qui  ne 
^onnoiflent  pas  la  méthode  ; car  tout  le  iecrec 
confifte  à rendre  lesEquations  nettes  & fimples. 


Chapitre  VL 

II  faut  réduire  les  termes  déune  Equation  à P ex-  Zi 
prejfion  U plus  Jimple , ^ faire  enforte  que  la 
grandeur  inconnue  fe  trouve  feule  ^ns  P un  des 
membres  de  P Equation. 

LOrfqu’on  a fait  enforte  que  la  grandeur  in- 
connue fc  trouve  dans  un  des  membres  de 
l’Equation,  c’efl-à-dire,  d’un  côté  du  figne  de 
l’égalité,  & que  de  l’autre  côté  il  n’y  a que  des 
grandeurs  connues;  la  grandeur  inconnue  fe 
tyouve  précifément  égale  à des  grandeurs  con- 
nues,la  Queftion  efl:  entièrement  réfolue.  Si  x=i 
a-~\-bi  l’on  ne  peut  ignorer  la  valeur  de  x.  Or 
pour  arriver  là , il  faut  faire  pafler  d’un  côté  ce 
qui  eft  connu,  & le  délivrer  de  ce  qui  efl;  in- 
connu. Avant  toutes  chofes,  on  doit  réduire 
les  Equations  à des  expreflîons  fimples.  Ces  ré- 
duèlions  fe  font  par  l’Addition,  ouparlaSouf- 
traftion,  ou  par  la  Multiplication,  ou  parlaDi- 
viüon , ou  enfin  par  l’Extraélion  des  racines. 

■ ' Le 
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Le  principe  de  tout  cela,  c’eft  qu’ajoutant  aux 
deux  membres  d’une  Equation,  ou  retranchant 
également , l’Equation  oîi  l’égalité  demeure  ; 
comme  auffi  multipliant  ou  divifant  ces  deux 
membres  par  une  même  grandeur,  ils  demeu- 
rent égaux , comme  on  l’a  prouvé  Puifque 
deux  puiflTances  égales  ont  des  raifons  égjles, 
il  eft  clair  qu’en  prenant  les  racines  de  deux 
membres , leur  égalité  doit  fubfifter. 

On  a fait  voir  l’utilité  des  réductions  dans  les 
Elémens  de  Mathématiques.  Voyons-en  ici 
quelques  exemples.  Si  jr  — 5 = y , ajoutant  5 
de  part  & d’autre,  viendra  cette  Equation  plus 
fimple  x=z'2.o.  Si  au  contraire  x -f  5 = 20 , en 
retranchanty  de  part  Scd’autre,  on  aurax  = 15. 
Six— 5 ajoutant  a de  part  & d’autre, 
vient  De  même,  fi 5; H- —i- «,  re- 
tranchant a de  part  & d’autre,  vient Si 

on  a cette  Equation  = multipliant  l’un 

& l’autre  membre  par  3 , vient  « = 3 Comme 

au  contraire,  fi  on  avoit^x=3^,  divifant  l’un 
& l’autre  membre  par  on  auroit  x = 3-  Si 
XX  = 25 , en  prenant  la  racine  quarrée , viendra 
x=5.  Au  contraire,  fi  onavoitr/z  =j',c’efl:- 
à-dire , fi  la  racine  quarrée  de  z eft  égale  à 5 , 
en  élevant  ces  deux  membres  à une  même 
puifiancc , ou  en  prenant  leur  quarré , on  a 
cette  Equation  z = 25.  Si  on  avoit  xx= on 
pourroit  mettre  x-=zV  ah. 

Jüe Théorème,  que  le  quarré  de  l’hypothe- 
^ nufe  eft  égale  aux  quarrez  des  deux  autres  cô- 
tez,  donne  le  moyen  de  réduire  une  Equation 
à une  expreflîon  plus  fimple  : Car  par  exem- 
ple, ayant  cette  expreflîon  4.1— voulant 

trou* 
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trouver  un  quarré  égal  à aA—bb^\z  n’ai  qu’à 
préfidre  la  moitié  de«»,&  du  milieu  ou  de  cet- 
te moitié,  comme  rayon  , faire  un  cercle;  ou 
ayant  pris  une  corde  égale  menant  de  l'on 
extrémité  une  ligneà  l’autre  e ttrêmité  de  <ï,qui 
eft  le  diamètre  du  cercle , j’ai  un  triangle  reétan- 
gle  dont  a eft  l’hypothcnufe , & ^ un  des  côtez  : 
je  nomme  c le  troifiemc  qui  eft  connu  ; donc  m • 
z=icc—>r-bb'.  ôtant  bb  de  part  & d’autre,  vient 
A»  — ^^=c<-;ainfi  je  puis  mettre  te  enla  place 
aa  — bb^  & par  conféquent  avoir  une  ex- 
prefïïon  plus  (impie.  Ain(i  fi  j’avois  cc-\  bb^ 
joignant  enfemble  ^ de  maniéré  que  ces 
deux  lignes  fifTent  un  angle  droit  ,&  achevant 
le  triangle , le  troiCcme  côté  feroit  l’hypothe- 
nufe  contenue.  Cette  hypothenufe  ayant  donc 
été  nommée  <*,  il  eft  évident  que  a^—  cc—\-bb. 

Au  lieu  de  , je  puis  donc  fubftituer  aa, 

expreflion  plus  (impie.  ^ 

V On  peut  trouver  un  quarré  égal  à un  plan  25 
donné  ; pour  cela  les  deux  côtez  ou  racines  de 
ce  plan  étant  ^ il  faut  trouver  un  moyen 
proportionnel  entre Spitcmoycn  pro- 
portionnel ; alors  bd—cc\.  Ainfi  je  puis  trans- 
former le  plan  bd  dans  le  quarré  cc , c’eft-à-dire, 
mettre  l’un  pour  l’autre. 

Un  qtiarré  étant  donné,  on  peut  trouver  un  26 
autre  quarré  qui  en  foit  telle  partie  qu’on  fou- 
haitera,  ou  la  moitié,  ou  le  tiers , ou  le  quart,  ou 
le  cinquième,  &c.  Soitlc  quarré  aay  il  en  faut 
trouver  un  autre  qui  foit  le  quart  de  aa.]c  prens 
une  ligne  au  hazard , fur  laquelleje  marque  cinq 
parties  égales  avec  la  même  ouvorture  du  com- 
pas. Soit  cette  ligne  BC,  dont  BZ>eftunede 
ces  cinq  parties  ; amft  DC  vaut  quatre  de  ces 

R par- 
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parties.  De  Â milieu  de  

BC , & de  l’intervalle  de  

AB  ou  4C]c  fais  un  cer-  / 

cle;&fur /v'j’élevelaper-  / /\ 
pendiculaire  DE,  qui  fe  L — V \ — 

termine  à la  circonferen-  i^HBD  A 


ce  de  ce  cercle.  Alors  -rr  BD.  DE.  DC  •.  Si 
• BD  fe  nommer,  donc  DC=4^;5cfîD£=jr, 
donc  X.  4^;partantxjf=4l^. 

Sur  C j’éleve  Ct , une  perpendiculaire  égale 
à a racine, ou  côté  duquarré^^dont  ôn  cher- 
che la  quatrième  partie  qui  foitun  quarré.  Je 
•mene  tG  une  parallèle  à BC;  & par  le  point  G, 
où  elle  coupe  le  rayon  prolongé  à l’infini, 

j’abaifle  une  perpendiculaire  fur  BC  prolongé 
de  part  & d’autre  à l’infini.  Cette  perpendiculai- 
re GHeü.  égale  â CF,  & par  conféquent  ka*>.  Je 
fais  un  cercle  de  l’intervalle  de  AG , dont  le  dia- 
mètre eft/L  ; il  eft  évident  que/// eft  telle  par- 
tie de  'IL  que  BD  eft  de  BC;  par  conféquent 
une  cinquiemé partie  : ainfi  fi  IH  fe  nomme 
lerefte  du  diamètre  HL  fera  4»*.  Or  IH. 
•HG.  HL ,'  ou  -T7  w.  4 c : donc  ««  = 4 mm 
‘La  ligne //^  fera  par  conféquent  le  côté  ou  raci- 
ne d’un  quarré , quatrième  partie  du  quarré <*. 

Ce  feul  exemple  fait  comprendre  cqmme  on 
peut  trouver  un  quarré  qui  Ibit  telle  partie  qu’il 
fera  requis  d’un  quarré  donné;  ce  qui  eft  très 
'utile  pour  réduire  une  Eauation  à une  expref- 
■fion  plus  fimple;cardans  ceile-ciy/x-r 
en  divifant  ces  deux  membres  par  5 ; & pour  ce- 
I la  trouvant  le  quarré  00  cinquième  partie  de  »»; 
je  la  réduirai'à  cette  expremon  beaucoup  plus 
limple  /xH-  00  r=  xx.  On  voit  ce  qu’il  faut  faire. 

' Quand  il  eft  queftion  de  trouver  un  quarré 

plus 
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■ plus  grand,  ou  deux  fois,  ou  crois  fois, que  celui 
quieitpropoféjon  voit  ce  qu’il  faut  faire. 

Il  y a une  infinité  de  moyens  de  réduire  les 
«prçflions  compofées  à de  plus  fi m pies  & plus 
nettes:  après  quoi  jl  ne  s’agit  plus  que  deftire  • 
évanouVr  d’une  Equation  certaines  grandeurs 
•cmbarafiTantes;  ce  qui  fe  peut,  ajoutant  cette  E- 
quation  avec  une  autre , dans  laquelle  fe  trou- 
vent ces  mêmes. grandeurs  avec  un  figne  con- 
traire , félon  ce  principe,  que  plus  & moins  une  . 
grandeur,  ce  n’eft  rien.  Ainli,  fi 
z.  — d-\r  b\  pour  faire  évanouît  b , j’ajoute  ces 
deux  Equations  dans  une  Equation  x -{-z=2 
oü  ^neparoîcplus.  ‘Ileft  facile  de  faire  paflTér 
une  grandeur  d’un  des  membres  d’une  Equation 
dans  l’autre  membre  ; cardans  cellc;Ci  x~-b=d ; 
ajoutant  b de  part  & d’autre , on  aura  x=zd-fb 
üîi  b fe  trouve  dans  le  fécond  membre. 

Quoiqu’on  ne  connoifie  point  - les  racines  2» 
d’une  Equation,  c’eft-à-dire,  les  grandeurs  de  la 
multiplication  defquelles  une  Equation  eft  fai- 
te, on  peut  les  augmenter  ou  les  diminuer  félon 

Su’on  le  juge  à propos.  Comme  fi  xx:=jcd  -i-  bb 
ont  les  racines  font  x— f-  jr,  & qu’on  veuil- 

le augmenter  Af  de  3 , il  faut  prendre  la  grandeur 
y qu’on  fuppofe  égale  à jr  —h  3.  Ainfi  y — 3 = jr. 
Enfuice  par* tout  oli  fera  x mettre  y — 3;&  par- 
tou  toîife  trouvera  le  quarré  ouïe  cube  y r.  de 
X , faut  mettre  le  quarré  ou  eube  Çÿr.  de  y =3  ; 
après  quoi  l’Equation  xx—xd  — i-^^  fera  traris- 
, formée  en  celle-ci , ^y— 6 y -+  çz=yd—  p^d~>rbb  ^ 
• qui  eft  la  même.  En  augmentant  ou  diminuant 

" une  Equation , il  faut  faire  enforte  qu’il  y ait 

des  fignes  contraires  ; & qu’ainfi  on  puifle  faire 
évanouir  les  grandeurs  dont  on  veut  délivrer  • 
une  Equation.  On  en  verra  des  exemples. 

R 2 Cha- 
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Chapitre  VIL 

• * • i \ 

Les  Equations  font  d'une  ou  de  plujieurs  dimen^ 
fions  ou  uegrez  i ce  font  des  degrez  qui 
dijt/nguent  les  Proklèmes. 

SElon  que  la  queftion  eft  propoféc,  on  fait 
monter  les  grandeurs  inconnues  à un  degré 
plus  élevé.  Lorique  la  grandeur  inconnue  à la- 
quelle on  a réduit  les  autres  n’efl;  point  multi- 
pliée, comme  en  cette  Equation  x — d—\-c^oVi 
dit  que  cette  Equation  eft  fimple  ou  d’une  di- 
menfion.  Nous  avons  vu  que  lorfqu’ilyaplu- 
fieurs  CTandeurs  inconnues, on  les  réduit  toutes 
àunemuler  Si  par  exemple  on  avoitAr  & 
qu’on  fût  que  leur  différence  fût  ^ ; fi  x étoit  la 
plus  petite,  alors  * — ^=jr;ainfi  âu  lieu  de  z 
on  peut  mettre  x —h  b.  Par  conféquent  fi,  félon 
qqe  la  queftion  eft  propoféc , on  favoit  que  le 
reâangle  de  jc  fit  de  « , ou  de  x & de  a'  — t-  eft 
égal  au  quarré  de  r , on  auroit  cette  Equation 
AX— , qu’on  réduit  en  ôunt  x^  de  part 
& d’autre , à celle-ci  xx  = f c — x^ , où  x eft  éle- 
vé au  fécond  degré.  S’il  y avoiteu  trois  gran- 
deurs inconnues  dans  la  queftion , & qu’elles 
eufl'ent  dû  être  multipliées  les  unes  par  les  au- 
tres ; X à laquelle  on  auroit  réduit  toutes  les  au- 
tres, fcroit.  montée  au  troifieme  degré.  Ainifi 
on  voit  que  les  Equations  font  d’une  ou  de  plu- 
ficurs  dimenfionsjou  de  plufieurs  degrez.  Je  né 
parlerai  pas  davantage  ici  desEquations  qui  ont  * 
plus  de  deux  degrez,parce  qu’on  ne  les  peut  pas 
refoudre  avec  le  compas  & la  règle,  c’elt-à-dire, 
en  n’employant  que  le  cercle  ik.  la  ligne  droite. 

Oo 
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On  réduit  les  Equations  de  deux  dîmenfions  3^ 
à ces  formules  xx  — aa  — xd^  ou  xx  ~ aa  H- 
^Lxx—xd — aa.  Car  fi  jrjfr=<zZ> — xc/,  comme 
ab  efi:  une  grandeiir  connue,  en  prenant  ab—ec^^ 
xx:=.cc—\-xd.  I-  Cjje  puis  trouver 

un  quarré  bb  égal  à la  grandeur  f , ainfi  que  xjf 
x=.bb-^  xdy  je  cherche  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  l’qnité , & f , laquelle  étant 
nommée  , il  faut  que  i «• , ou  =:  r ; puif- 
que  une  grandeur  multipliée  par  l’unité  ne  de- 
vient pas  plus  grande  après  cette  multiplica- 
tion, comme  on  l’a  déjà  dit.  - 

C’efl:  une  faute  confiderable  en  cette  matière,  34 
de  ne  pas  réduife  à un  degré  inferieur  ce  qui  y 
peut  être  réduit.  On  fait  cette  faute,  loi-fqu’ en- 
tre les^randeurs  inconnues  d’une  queftion , on 
ne  cherche  pas  des  Equations  qui  conduifent  à 
un  degré  plus  fimple. 

C’ell  pour  réfoudre  quelque  Problème  qu’on 
cherche  des  Equations,  & qu’on  tâche  de  les  ré- 
duire. La  nature  de  l’Equation  donne  le  nom  au 
Problème  qu’elle  réfout. 

Quand  dans  la  réfolution , l’Equation  après 
■avoir été  réduite,  n’a  qu’une  dimenfion,com- 

mefiA-=^oujf  = cette  Equation  eft  du 

premier  degré,  & le  Problème  efi:  fimple.  , • 

Lorfqu’on  trouve  uneEquation  oii  l’inconnue 
a deux  dimenfio ns , comme  xx-=:aa->rbb  qui 
eil  une  Equation  du  fécond  degré,  le  Problème 
efi:  nommé  Plan. 

Lorfquc  l’on  trouve  une  Equation  élevée  au  33 
troifiemeou  quatrième  degré , comme jr» 
ou  ^ , qui  font  des  Equations  du  troifie- 
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me  ou  du  quatrième  degré  , le  Problème  eft 

nommé  . 

L.orfqu’on  vient  à une  Equation  ou  1 incon- 
nue eft  élevée  au  delà  du  quatrième  degré , le 
Problème  étoit  nomm^LinJaire  par  les  An- 
ciens; mais  il  eft  plus  naturel  de  le  nommer  par 
le  degré  auquel  l’inconnue  eft  élevée. 

Chapitre  VIII. 


4 De  U ConjtruBioH  bf  Fffeélion  géométrique  des 
Equatiom^c'eft-à-dire^  de  U manière  d'exprimer 
avec  des  Ligues  les  Quant  itez  qui  f’y  rencontrent. 

ON  appelle  Conftruftion  ou  Effeûion  géo- 
métrique d’une  Equation, les  expneflions 
qu’on  fait  en  lignes  des  grandeurs  connues  & 
inconnues  d’une  Equation.  La  conftruébion  des 
Equations  d’un  degré  eftfacile,  puifqu’il  ne  s a-  - 
ait  que  de  faire  une  ligne  égale  à une  grandeiw 
connue.  Comme  fi  x = <j  , que  a foit  d un  p«ed, 
il  eft  facile  avec  la  règle  & le  compasde  tiref 
une  ligne  d’un  pied.  Quand  le  membre  connu 
d’uneEquation  auroitmufieurs  grandeurs,com- 
me  ^ ^ choie  feroit  aifée  ; car  on  peut 

réduire  l’Equation  à une  e^tprelTion  plus  fimple, 
prenant  une  grahdeur  égale  à ces  deux  gran- 
deurs. On  peut  prendre  deux  differentes  lignes, 
& les  joindre.  Quelquefoison  ne  cherche  pas 
b valeur  d’une  grandeur , mais  celle  de  fon  quo^ 
tient,  divifée  par  d’autres  grandeurs  ; par  exem- 
ple pour  exprimer  cela  géométrique- 

ment , c’eft- A-dire , conftruire  ou  faire  une  figu- 
re qui  exprime  cette  Equation , il  fautremar- 
quCT  que  ces  lettres  marquent  des  grandeurs 
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proportionnelles  entre  elles;  car b.Xy 
fa  fécondé  <î  étant  multipliée  parla  troifieme  b » 

& leur  produit  ab  divifé  par  c la  première , le 

quotient  de  la  divifion  fera  x la  quatrième  , 


proportionnelle  ; ainfi  x — Pour  exprimer  . 

cela  géométriquement  , ayant  pris  AB  égale  à 
fj&.vüégalà^jfurü  j’é- 
leve  BC  que  je  fais  égale  à 
4,&de par  je  mene  f ^ 

une  ligne  ; enfuite  fur  E — 4rrr-  . 

j’^eve  une  paralleje  kBC  ' ^ 

ouà<*,quejenommejï’.  Ces  quatre  lignes /^S.' 
BC::  A E.  x.  font  proportionnelles;  ainfi 


BCxAE  ah 

AB  > t 


X. 


De  même  pouf  exprimer  géométriquement  35 
:=  X , comme  ces  grandeurs  connues  fe 
peuvent  réduire  à cette  proportion  r— Pi/* 
x~j-b:  : ou  Xy  la  même  figure  ex- 

prime cette  Equation  ; trois  lignes  étant  don- 
nées on  trouve  une  quatrième  proport ionnelle^ 
qui  cil  la  valeur  de  x. 

Lorfque  les  grandeurs  connues  d’une  Equa-  35 
tion  ont  un  figne  radical , on  peut  de  même  l’ex- 
primer géométriquement.  Si  par  exemple  ,Jig, 

Julv.  jf  = |/4^,en  tirant  Ab  une  ligne  égale i ' • 
& la  prolongeant  jufques  à C',de  forte  que 
BC  = byik.  du  milieu  de  AC  comme  Centre  fai- 
fant  un  cercle , la  perpendiculaire  BE  fera  la  va- 
leur de  jf  ; car-rr  AB.  BE.  BC , ou-P-  4.x. c], 
ainfi  donc^sx. 
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î.  âD  étant  pris  égal  ïa^^AB\a~h\ ainfi 
étant  égal  à ^,j’élevefur  B uneperpendi- 


37  On  peut  aufll  faire  la  conftruétion  de  cette 

w«  r 

Equation  x = ^ l’exprimer  en  cette  ma- 

niéré. 

B O étant  ^ 

culaire  égale  à BD  ou  b,  jemcnede^à  £unc 
ligne  droi  te;&  fur //£ 
au  point  £ une  per- 

gmdiculaire  , fayoir 
C^ui  coupé  le  pro- 
longement de  AD:  A- 
lors^l’angleC£/^  eO: 

droit  ;ainfi  ayant  dé-  ■“  ^ ^ 

crit  un  cercle  par  les  trois  points /V,*E,C,  il  eu 
évident  que  ££.BG, ou  que -4t 

X,  j’appelle  A’ la  valeur  de  BC.  Tionc hb.  divifé 

par  eft  égal  à .»  ♦ ; ainfi 

«8  La  conftruftion  des  Equations  de  deux  de- 
grez,  eft  pareillement  facile.  Les  Equations  de 
deux  degtez  ou  de  deux  dimenfions  fe  rédui- 
fentjComme  nous  l’avons  vu,  à ces  formulés, a:.» 
^ax — \~bb ^ ou  ....... 


xx-=bb  — ax- 

1®.  Pour  fai- 
re la  conftruc- 
tion  de  xx  = ax 

—\-bbiOViXX-rzbb 

— ax',  fur  C Z) 
uno  ligne  droi-  ^ 

te,  quejefup-  '' 

pofe  égaleà^,  j’éleveCE  une  perpendiculaire 
quejeluppofeégaleà  la  moitié  de<»,  & del’in- 
tervalle  de  cette  moitié , comme  rayon , je  fais 
un  cercle , & je  mène  par  £ fon  centre  la  ligne 

DE 
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DE.  PuiTque  CE  eft: la  moitié  de*,  donc  AB 

= *.  SoitBD=j»,&/^D  = x.  donc*— 

àonc* ax xy—  XX,  Orpuifque  CD  ou  ^ eft 
J unetangente,  doncf>-H-x.^.^;  donc<^;r^=^^. 

Ainli  dans  çette  Equation  fubfti- 

tuafît  bb  en  la  place  de  xy , qui  eft  la  même  cho- 
fe,  on  aura  cette  Equation  xx=:ax-^  bbdont, 
on  a fait  ainfi  la  conftruftion.  . 

^ 2®.  Pour  faire  laconftruftiondecetteEqua-  -SP 
tion  xx-=zbb—xa,f  on  fairia  mêmechofe.  Oh 
fuppofe  C L>  (même figure)  égale  à & CE  égale 
à la  moitié  de  *;mais  on  fuppofe  qucB D eft  éga- 
le à jr.  Alors  AD  ou  4 -+;<■.  CD  ou  b.  BD 
ou  X : donc  ax  -f  xx'—bb.  En  ôtant  de  part  & 
d’autre  4jc,  viendra  xx  —bb  ax,,  qui  eft  l’Equa- 

* tion  dont  il  falloir  former  la  conftruétion. 

3=>.  La  conftrudtion  de  cetteEquation  xx=/tx  40 
— , fe  fait  ainfi.  Soit  AB  égale  à a , de  l'inter-  T- 

valleôC  moitié  de /^B  je  fais  un  cercle  ;j’éleve 
I fur  B la  perpendiculaire  BD  égale  ib\]o  mène 

par  D la  ligne  DG  pa- 
rallèle à /^B.  Si  cette 
parallèle  ne  coupe 
pas  le  cercle , parce 
que  ^ eft  égale  ou  plus 
- grande  que  le  rayon  A 
du  cercle  égal  à la 

moitié  de  a , c’eft  une  preirve  que;r*-  n’eft  pas 
égal  ïxx~bb^  puifque  A eft  trop  grand  au  re- 
gard de  jr.  Soit  donc^  plus  petit  que  BC^ainfi 
DG  coupe  le  cercle  en  E,  par  conféquent  EF 

• que  je  fuppofe  perpendiculaire,  eft  égale  à BD  <». 

. Je  nomme  jf  la  ligne  AF,  & ^ la  ligne EB.  Il  eft 

évident «que-i^/fE.  ou  x,  FEoub.  FB  ou  y 

R 5 . Ai^ 
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Ainfî  X.  b. y \ donc  'xy  zzbb.  Or  om  fuppoft 

Aé  on  X,  plus  FB  ouj>  égal  à a ; donc  x y z=.  a. 
En  multipliant  cette  Equation  par  x,  on  a cette 
Equation  jfjf  -+  xy  =zax:  plaçant  en  la  place 
de  jr^qui  eft  la  môme  choie,  comme  on  vient 
de  voir, on  a ata-— & retranchent  bb 
de  part  & d’autre , on  aura  xx=sax--bb.  Ainü 
on  a fait  la  conftruftion  de  cette  Equation. 

41  Par  le  moyen  de  cette  conftmftion  on  trou- 
ve en  li^e  la  valeur  de  la  grandeur  inconnue  ; 
ce  qui  le  trouve  encore  plus  facilement  en  ré- 
duilant  dans  uneprogreflionde  trois  termes,  les 
trois  formules  précédentes.  i°. Cette  Equation 
XX  SX  -+  bb  fé  réduit  à cette  progreflîon 
"H-jr—  ü.b.x\  car  X x—sx  = bb  *>;  ajoutant 
«X  de  part  & d’autre,  on  a l’Equation  dont  il 
s’agit,  X X = SX  bb. 

42  2°.  Cette  Equation  XX — i>^fe  réduit  à 
cette  progreffion  -H-  x.  b.  a—x.  Cziax  — xx 

, vzbb  ajoutant  xxde  part  & d’autre,  omax=ibb 
—h  XX  ; ôtant de  part  & d’autre,  on  ^ ax—bb 
= xxiqüieftrEquàtiondont  il  eft  queftion. 

43  3”-  Cette Equatiop xx-=.bb~ax^  le  réduit  à 

cette  progreflîon  x — t-  x ; car  xx  — |-  ax 

ôtant  départ  & d’autre  tfx,pnacette 
Equaftion  xx^bb—ax  dont  il  s’agilToit. 

Dans  ces  trois  progrefllons,^  le  terme  moyen 
eft  connu  ; & dans  la  première  & dans  la  troi- 
fieme,  on  connoit  la  différence  des  extrêmes 
qui  eft  dans  lapremiere— «,  dedans  la  troifie- 
me  -4-  a.  Dans  la  fécondé , on  connoit  la  fom- 
.tne  des  deux  extrêmes.  Avec  cela , comme  on 
le  va  voir  dans  les  trois  Problèmes  fuivans , 
on  peut  qonnoitre  t»us  les  termes  de  ces  pro- 
gremons. 
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Livre  VL  Chapitre  VIIT,  jÿjr 
PROBLEME.  I. 

Soit  cette  progreffion  de  trots  lignes b.  X.  44 
On  connoit  la  moyenne  b , ^ que  Z efl  égal  à 
lafomme  de  de  Z les  extrêmes.  Connoitre 
les  extrêmes.  ' 

Jeprens égal  à 4,forame  des  extrêmes,  ' 
iJeC,  milieu  de /fj5  comme  centre,  & derin- 
tervalle  rlC  ou.C  B fais  un  cercle.  Sur  B 

J eleve  perpendiculairement  B D égale  k la 
moyenne  b\  &r  par  le  fommet  û je  mene  DG 
(.même  figure  que  ci-dejjus  ) parallèle  à //ô,& 

^ de  Æ oli  Z)  G coupe  le  cercle , j’abailîe  /'£, 
une  perpendiculaire  fur  dB^  qui  eft  égale  à 
ainlî  EF  = b\  donc  puifque  -H-  AF.  EF. 

..tB  les  extrêmes  feront  AF&.F8;  ainC 
eft  le  gra^  extrême , FB  qu(î  eft  le  petit  ex* 
trême , fera  égal  à x. 

Problème  II. 

. Sait  cette  progreffion  de  trois  lignes  -4^  x -+  d.  b.  45 
X , oa  -rr  X — d.  b.  X , la  moyenne  b efi  çonç 
nue  (iff  la  diff ^rence  des  extrê/nes  X — H d 
kd  X.  Connaître  la  valeur  de  x. 

ièfais.yüégaleài;&,  

lur  fij  eleveperpendicu- - 
lairement  Zi  ZZégale  \ 

enfuite  de  C moitié  de  * . / V 

ABf  & de  rintervallp  / 5 

C/-),  je  fais  un  cercle.  Je  E*  A C B P 
prolonge  AB  de  parc  & d’autre  jufqu’à  la  cir- 
conférence du  cercle,  après  quoi  AE  ou  BF 
» a:  , car  ~rr  x — f-  d.  b.  x. 

Si  la  progreflion  Q(i~x~d.b.  x,  il  faut 
faire  la  même  chofe , mais  en  ce  cas  oü  x—EB 
le  plus  petit  terme  eft  B /-'égal  kEB-^AB* 
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ou  à d.  Il  eft  évident  que  la  différence  de 
, x — d.  & dejr  eftd.  Quandlefigneeft— (-J  la 
grandeur  x eft  E/t , à laquelle  on  ajoute  la  dif- 
férence df  pour  avoir  le  plus  grand  extrême. 
■Quand  le  figne  eft  — , on ‘retranche  ddeEB 
ou  fjd  qui  eft  la  valeur  de  x. 

PROBLEME  nj. 

4®  Se/t  cette  frogreffim  de  trois  lignes  -rrd — |-X.b. 
d , /<*  moyenne  b e'tant  connue  , connoitre  la 
différence  des  extrêmes  d — [-  x ^ d , laquel- 
le eft  x.  ' 

Sur  B extrémité  de  B égale  à </,  j’éleve 
peipendiéulaireirent  BC  égale  à par  & 
C je  mene  une  ligne 
■droite  fur  laquelle  au 
point  C je  fais*  une 
perpendiculaire  qui 
eft  CD  ; ainfî  l’angle 
ÀC  D c{ï  droit.  Je 
' ' prolonge  dB  jufqu’à  ^ 

ce  qu’elle  coupe  CD  ; la  ligne  BD , après  en 
avoir  ôté  ylB , fera  égale  à ; car  ayant  cou- 
pé AD  par  la  moitié  au  ppint  /C , & de  l’in- 
tervalle AK  ou  KD  fait  un  cercle,  ce  cercle 
paflera  par  C;  Æinfî  A B ou  d.  B C ou  b. 
BD  : partant  BD  :=id—\-  x qui  eft  le  troifie- 
. me  terme  ; ayant  donc  retranché  de  BD  la 
Ugne  DE  égale  à AB , le  réfte  fera  égal  x dont 
ôn  cherchoit  la  valeur. 
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Chapitre  IX. 

De  la  Confhuéiio»  eu  EffeSiion  g/ometrique\  qui  47 
eft  un  Lieu.  Qu^ejl^ce  que  ce  Lieu  ? Quand  ejl^ 
ce  qu'un  Problème efl un L'teu'{  Dijliniiion  des 
Problèmes  félon  cette  conjideration. 

-■1^  Ans  les  Conftrudlions  ou  EfFeftions  géo- 
I J métriques  des  Equations  on  cherche  or- 
. dinairement  une  ligne  droite  ou  courbe , ou 
une  fuperficie , dont  tous  les  points  ayent  un 
, même  rapport  aux  points  d’une  même  lime 
droite  à l’égard  de  l’un  de  fes  points.  Une^ 
ligne  droite , une  ligne  courbe , une  fuperficie,* 
ne  font  pas  diftinguées  des  points , par  lefquels 
elles  paifent;  ^inii  par  un  Lieu  géométrique  il 
faut  entendre  le  palTage,  ou  les  points , parle^ 
quels  pafle  la  grandeur  qu’on  cherche.  Unè 
Conftruêlion  ou  Effeftiorf  géométrique  eft 
, donc  un  Lieu , fi  ce  n’eftpas  feulement  un  point  ' 
qu’on  propofe  de  trouver,  mais  une  fuite  de  , 
plufieurs  points , qui  comparez  avec  un  certain 
point  & une  certaine  ligne  droite,  ayent  entre 
eux  les  mêmes  rapports.  Et  alors  l’Équation , 
qui  exprime  ces  rapports , s’apnelle  un  Lieu  ; & - 
le  Problème  qu’on  entreprena  de  réfoudre,  eft 
auflî  un  Lieu.  Il  y a plufieurs  fortes  de  lignes  ; il  ' 
y a aulïï  plufieurs  fortes  de  lieux,des  cercles,  des 
lignes  droites  & courbes  de  differentes  efpe-  - 
ces.  On  dit  ainfi  d’un  Problème,  qui  eft  un 
Lieu , que  c’eft  ou  à la  ligne  droite , ou  au  cer- 
cle, ou  à quelque  efpece  de  ligne  courbe. 

- Les  Problèmes , qui  font  indéterminez , font , 
des  Lieux;  car  ils  peuvent  avoir  plufieurs  diffe- 
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rentes  réfolutions.  Voyons-endesexemples;& 
comme  toutes  les  réfolutions  s’expriment  par 
une  feule  Equation , commençons  par  un  lieu 
qui  foit  une  ligne.  La  ligne  LL  en  fera  un^fifon 
peut  mener  de  tous 
les  points  les  lignes 
LNj  LN,  parallè- 
les , qui  rencon- 
trent une  ligne 
droite  if  AZ;& ayant 
pris  fur  la  ligne  /I N 
un  point  /#  à volon- 
té, chaque  ligne  L AT  a un  même  rapport  à la 
partie  if  AT,  qu’elle  fait  par  fa  rencontre.  Par 
exemple,  fila  ligne  LL  cft  droite,  & qu’elle 
. rencontre  la  ligne  droite  A N en  yf,il  eft  évi- 
dent que  chaque  ligne  droite  LATa  un  même 
rapport  à chaque  partie  /f  AT;  ce  qui  fe  peut  ex- 

te 

primer  par  cette  fiquation^rr—.  fi  je  fup- 


pofe  que  le  rapport  propofé  eft  comme  de  a 
& que  les  lignes  indéterminées  foient  LLzsxy 
& JvA^=y:car  puifquerf.  b::  x.  donc  le 
produit  de  ^ par  ;c , qui  eft  bx  divifé  par fera 

lavaleur  de>';ainfij' = Cette  Equatiott 

marque  que  ce  lieu  eft  une  ligne;  car  il  n’y  a 
qu’elle  qui  ait  cette  propriété , que  toutes  les 
lignes  qu’on  tirera  de  AL  fur  if  A/,  feront  toutes 
à^ATcommétf  eft à^;ainfi  vous  voyez  que  le 
Problêmepü  il  s’agit  de  trouverLL,eft  un  lieig. 
qu’ainfi  ce  Problème  eft  indéterminé , étant  ca- 
pable de  differentes  réfolutions  ; & ce  lieu  ne 
peut  être  qu’une  ligne  droite  : car  il  n’y  a que 
celle  dont  L L occupe  la  place , qui  ait  les 
-proprietez  de  la  ligue  droite. 
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Un  Problème  eft  un  lieu  à un  cercle , & il  eft 
indéterminé , quand  onpropofe  de  trouver  une 
ligne  dont  le  quarré  foit  égal  à un  plan  ; car 
alors  il  faut  de  nécelîité  fuppofer  des  grandeurs 
connues , comme  par  exemple , que  les  côtez 
du  plan  font  que  À B =s  a,  ôcBD=:h. 
ÀÜ=sa-\-i>j  & ÆC=iCD. 

• Sur  C comme  centre  je  fais 
un  cercle , & fur  fl  la  perpen- 
diculaire fl£,  alors  -H-  ^fl. 

BE.BD\  donc  ah  es  BE  ; 

ainfîfiflflsjf,  donc<*^=:A-4rou  ^ = A-.  Ce 

Problème  eft  indéterminé  : car  quelque  raifon 
quejefuppofe  entre  les  parties  de  AD,\e 
quarré  de  la  lime  qui  tombera  perpendiculai- 
rement entre  les  deux  points  A ^ D , aura 
toujours  fon  quarré  égal  au  plan  des  parties  de 

AD , c’eft-à-dire , que  nb  = xx.  ou  — s=x.  Ce 

t < X 

Problème  peut  donc  avoir  une  infinité  de  réfo- 
lutions.  Vous  voyez  que  pour  trouyer  uneE- 
quation.j  il  a fallu  fuppofer  des  lignes  connues 
AB  <Sc  autrement  on  ne  l’auroitpu  finir. 

Il  n’y  a que  le  cercle , qui  dans  toutes  fes  par- 
ties ait  toujours  cette  Equation. 

C’eft  ainfi  que  par  les  Équations  on  connoit 
la  nature  de  toute  ligne  droite  & courbe  ^ pour- 
vuou’elle  fè  puifle  faire  par  un  mouvement  ré- 
gurerfic  unifbrme.  C’eu  àconnoitrelanature  . 
des  lignes  courbes,  que  fert  la  doélrine  des  lieux; 
ainfi  c’eft  une  matière  qui  ne  nous  regarde  pas. 
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Chapitre  X. 

5®  0»  ne  peut  exprimer  géométriquement  avec  la 
règle  y le  compas  , que  les  Equations  fimples  , 
ou  qui  ne  font  que  de  deux  degrez  ; on  ne  peut 
donc  pas  avec  la  connoijfance  de  ces  Elémens^ 
rdfoudre  les  Problèmes  Jolides.  * 

DN  vient  de  voir  comment  on  peut  réfou- 
dre avec  le  compas  de  la  rède , c’eft-à-di- 
re,  en  tirant  des  lignes  droites  & faifant  des  cer- 
cles , les  Equations  qui  font  d’un  ou  de  deux  de- 
grez. Cela  ne  fe  peut  pas , quand  elles  en  ont 
davantage.  Voyons-le  dans  ua  exemple.  Le 
Problème  de  la  trifeâion  de  l’angle  eft  fameux. 
Un  arc  de  cercle  étant  donné , on  propofe  de  le 
couper  en  trois  parties  égales,&par  conféquent 
trouver  une  troifieme  partie  de  l’angle  propo- 
fé,  dont  la  troifieme  portion  de  cet  arcfoitla 
mefurc.  La  corde  B E 
de  l’arc  BCDE  eft  con- 
nue. On  propofe  de 
couper  cet  arc  en  trois 
parties  égales.Selon  les  -p^ 
règles  de  la  méthode,  je  ; j 

fuppofe  la  chofe faite,  \ \ / 

c’eft- à-dire  , que  BC  \ ’•  y 

Z>= O £;je  mene 


R# 


CF  parallèle  à D H\ 
ainfi  C F = D H : & 
puifque  CG  = DH,  partant  CF=^CG  ; ainfi  le 
triangle  fCG  eft  un  ifofcele.  Les  angles  BCG 
& BGC  font  égaux; car  la  mefuredeBCG  eft 
la  moitié  de  l’arc  celle  de  BGC  eft  la 

‘ - moir^ 
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moitié  de  /C£,  pluslamoitié  de  ÜCoudeD£ 
égal  à fiC  *.  Or  13£  eft  égal  à K D ;donc  ces 
deux  angles  qui  ont  même  mefure  font  égaux  : 
partant  le  triangle  CbG  eft  ifofccle.  Il  a un  an- 
gle commun  avec/C6’  ; ces  deux  ifofceles  font 
donc  femblables.  B AC  eft  aufliifofcele,  &ila 
un  anglecommun  avec  CBG\ favoir  BCG\ ces 
trois  triangles  font  donc  femblables  ^ 

Ces  trois  triangles  BAC ^CBG ^FCG  étant 
femblables,  il  fautquc-H-y^iî.BC.  CG.  Gh^  ^ 
donc  Ç\  AB  & B J = a , félon  ce  qui  a été  dit 

ci-deflus'*  J -H- 1.  Z.  zz..  i^î;doncr6  ^zzz. 

Je  nomme  ù la  ligne  connue  Zi  A ; or  CD  — FH 
z=BC=iBG  = DE-,  donc  BG -F  FG  -+  GH 
— 1-  /Yt  eft  le  triple  de  ZiC  ; ainfi  ilncs’cnfaut 
oue  la  valeur  de /-G  que  B£  , ou  ^ ne  foit  triple 
de  UC.  Or  f G =zzzz't  donc 
^ ou  zzz=2 z—l’. 

Voilà  jufqu’oii  nous  pouvons  poufler  ici  ce 
Problème,  mais  vous  voyez  que  nous  n’avons 
rien  dans  les  Elémens  précédens  dont  on  puifte 
tirer  un  moyen  pour  connoitre  la  grandeur  in- 
connue Z , lâchant  feulement  que  Ion  cube  zzz, 
eft  égal  à trois  fois  elle-même,  c’eft-à-dire,  à 
3 Z , après  en  avoir  retranché  la  grandeur  con- 
nue b. 

Ce  Problème  fe  réfout  aifément  par  des  51 
voycsméchaniques.  Soit  l’arc  BC,  mefure  de 
l’angle  B AC\  qu’il  faut  couper  en  trois.  Je 
prolonge  vers  t le  diamètre  C'/'’,(Sc  appliquant 
une  règle  fur  B , dt  fur  le  prolongement  de  CFy 
je  cherche  le  point  U dans  le  cercle  tel  que  la 
ligne  AD  loit  égale  à DE  ; l’ayant  trouvé  en 

tâ- 

*L.\.n.\9.^fx.  b Z.2.»,  I. 

cL.  4.S.  10. 
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tâtonnant,  je  dis  que  YzrCDFÇerz  le  tiers  de 
BC\o\x  que  DAF  le  tiers  de  dAC'y  ce  que 
je  démontre. 

ADF  & DAB  font  irofceles  : donc  DBA 
r=:B)A  y & DAE  = üEA:  l’angle  BD  A exté- 
rieur, ert  égal  aux  deux  intérieurs  DEA  ài 
DA  t'y  donc  DBA  eft  égal  à ces  deux  mêmes  an- 
gles,& par  conféquent  il  ell  double  de  l’un  & de 
rautre.  L’angle  BAC  extérieur  eft  auflî  é^I 
aux  deux  intérieurs  DE  AÇovi  fon  égal  DAF') 

& à DBA  y partant  il  eft  triple  de  DAFmoiûé  . 
de  DBA 'y  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

J’aurois  pu  ajouter  plufieurs  chofes  touchant 
les  Equations  ; mais  ce  que  j’ai  dit  (uffit , car 
pour  faire  ufage  de  ce  qu’on  en  peut  dire  de 
plus,  il  faut  avoir  étudié  les  Elémens  des  li-  . 
gnes  courbes. 


Chapitre  XI. 

I 5®  Effait  de  la  méthode  fur  quelques  Problèmes. 

ON  peift  tenter  la  réfolution  d’un  Problè- 
me par  deux  voyes.  La  première  n’eft 
qu’une  application  des  Elémens,  qui  font  dé- 
couvrir quelque  moyen  particulier  au  Problè- 
me dont  il  s’agit , & qui  ne  peut  pas  fervir  dans 

UQ 
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un  autre.  La  fécondé  voye  eft  l’ordre  que  pref- 
csit  la  méthode  que  nous  enfcignons  ici , félon 
laquelle  on  trouve  ce  que  l’on  cherche  d’une 
maniéré  d’autant  plus  excellente , qu’elle  s’é- 
tend généralement  à tout  Problème.  Donnons 
xm  exemple  de  ces  deux  voyes. 

PROBLEME  I. 

BAC  eft  unifofcele.  On  propofe  de  couper  53 
fes  côtez  AB  y AC  par  une  parallèle  à la  bafe 
B . ; de  forte  que  cette  parallèle  foit  égale  à ce 
qui  refte  des  cotez , c’eft-à-dire , ( je  fuppofc  la 
chofe  faite.)  que  = £)£. 

Première  manière.  ' 

Je  fuppofe  la  chofe  faite,  favoir  que  B D 
=r  DE , donc  le  triangle  eft  ifofcele  ; ainli 

les  angles  üiùB  font  égaux.  Or  les  an- 

gles CBE  &,EtiD  font  auflî  ^aux*:  partant 
EBC  ëüEBD  font  égaux  ; par-  Jh 
tant  la  ligne  fl  E coupe  par  la  a 
moitié  l’angle  DBC.  D’oîi  ie 

connois*  que  dans  un  triangle  jp/ 

ifofcele,  tel  que  BAC,  en  dlvi-  / \ 

fant  en  deux  l’angle  ABC  par  /.♦*'*  \ 

une  ligne  droite  fl£,  & menant  ^ 
par  E une  parallèle  à BC , elle  ® ^ 

fera  égale  à DB  ; ainfi  par  cette  propriété  du 
triangle  ifofcele  je  trouve  le  moyen  de  réfou- 
dre le  Problème  propofé  ; mais , comme  vous 
voyez,,  ce  moyen  eft  particulier  & propre  à ce 
feul  Problème. 

" Seconde  maniéré. 

Suppofant  la  chofe  faite , je  nomme  a la  ligne  54 
y^flqui  eftcohnue,&  dfla  bafeflC  auflî  connue, 

& JC  la  grandeur  inconnue que  l’on  cherche: 

, ainu 
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ainfi  comme  £C  = j — x,  aufîî  =4  — x,' 

il  eft  évident  que  a.d:'.  x.  4— x,  doncrjj  — »x 
= dx.  J’ajoute  de  part  & d’autre  ^x,  & il  vient 
na  = dx  -\-ax',  je  fuppofe  c-=zd  ainfî 
f x:=<^x  — fax;  à par  cônféquent  au-lieu  de 
dx  —h  axy  mettant  rx,  j’ai  = rx  ; donc  -H-  e.  •. 
X : ainfi  il  ne  s’agit  que  de  trouver  une  troifieme 
proportionnelle  aux  deux  lignes  connues  t & <j; 
ceou’onaenfeigné  *.  Cette  fécondé  maniéré 
ana  ytique  eft  générale*,  & n’eft  point  particur 
liere  à ce  Problème. 


P R O B L E M E'  II. 

JJ  Ctnxoitre  chaque  côté  du  triangle  ABG,  conxoif^ 
faut  la  fomme  de  chacun  de  deux  de  fes  cotez. 

Soit  yfS  =x,  & — I-  BC=sa,  & /IB  -+  /IC 

t=.b^SiBC  H-  /^C  = f ; alors  B C=a  — Xt  &, 
/I  C = b-~x.  0r /#C— f-BC  ; donc  <1— X 

— hé  — .jf,  outf— hé  — 2x=f.  Donc  ajoutant 
2 X de  part  & d’autre , on  aura  «H-é=:f— h2x. 
O tant, f de  part  & d’autre,  on  aura  4— hé— « 
= 2 X. 

Ainft  pour  trouver  la  valeur  de  x , il  faut 
joindre  les  deux  lignes  4 & é , retrancher  du  tout 
la  ligne#;  la  moitié  de  ce  qui  refte  fera  la  va-' 
leur  de  x. 

PROBLEME  III. 


j6  a ^ des  cotez  d'un  triangle  reélanvle , x eft 
l'autre  côté.,  dont  la  différence  avec  l'hy^othe- 
Hufe  eft  b.  Trouver  la  valeur  de  b. 

L’hypothenufe  eft  x —hé;  Donc  44— h xx 
rrx— hzéx-hééf.  Otant  xx  de  part  & d’au- 
- tre \aa-==.<ibx-\hh\ retranchant  encore bb , on 
aura44— éé=2  éx;  prenant  ccc=,aa  — éé  J , on 

au- 
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aura ce^<ibx.  Donc -^<2.b.  c.  x.  Il  nes’agit 
donc  que  de  trouver  une  troifîeme  proportion- 
nelle aux  deux  grandeurs  connues  zb  Çx.c. 
PROBLEME  IV. 

V hypothenufe  «»  triangle  reSi angle , Ç3?  b /<i  J7 
différence  iei  deux  cotez,  ‘trouver  ces  citez. 

Soit  nommé  X le  plus  petit  côté:  donc  le  plus 
grand  eft  jr ~t- ^ : ainfi  a*z=.ixx—\-^xb—^ bb. 

Je  retianche  bb-=à&  part  <Sc  d’autre,  & J’ai  aa 

— b b — ^ x X —f  2Jcé,OU|4.<»  — \ bbzx.  XX 

,H-  xb.  Je  mets  en  la  place  de^  44  — |^^,le 
quarré  cc  que  je  lui  trouve  égal  *.  J’ai  donct^ 
sxzxx — \-bxyO\icc  — bxcx:xx\  X —)r  b. 

c.  X.  On  trouvera  donc  la  valeur  de  x 

PROBLEME  V. 

a ejl  Vhypothenufe  d’un  triauj^  reSiangle  y Ü*  b ,jg 
la  Jornme  des  deux  cotez,  trouver  ces  citez. 

Soit  nommé  x un  de  ces  côtez  ; donc  l’autre 
fera  b —x  '.^.\n\xaa■=.bb--^bx  —h  2xx.  ] ’ajoute 
s.bxy  ainli  2bx-+  aaxzbb->t-2xx.  Je  retran- 
che tXiZOr&  bby^]'-à\^bx  aa  — bbzz2  XX. 

Je  mets  dd  en  la  plhce  àz  aa  — bb , que  j’ai 
trouvé  égal  <=:  donc  2bx  -^dd  d:  2x  x.  Je 

• divife  le  tout  par  2 , pour  cela  je  cherche  cc  • 

• égal  à la  moitié  de  dd^-y  ainfi  b x c czczx  x‘. 

donc  -TTx.  c.  X b.  Je  puis  donc  trouver  la 
valeur  de  AT  «.  * 

PROBLEME  VI.' 

•ga  ejl  Paire  ou  fuperficie  d’un  parallélogramme 
rectangle  y X fon  petit  côté  y Iff  X— pb  le  plus 
grand.  On  cherche  ces  deux  citez. 

Le  produit  de  x par  x — i-  i eft  l’aire  âe  ce 

pa- 

efMp.n.^^.  b yî<;>.  «.  )t.  &4I.  24. 
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parallélogramme;  donc  x x xb:=zaa\  âinfi 
-H-  jr.  4.  X — Ce  Problème  fc  rëfout  par 
conféquent  comme  le  précédent.  • • ^ 
PROBLEME  V II. 

60  X ejl  le  plus  grand  côté  (Cun  triangle  reBan  ^fe . 
fa  différence  avec  Phypothennfe  ejl  a , qui  eft 
ainfi  X -H-  ^ 1*4  différence  dé  cette  hff>»the~ 

■ entfe  avec  PoMtre  cité  y nci  eft  plus  petite  qtP<l~ 
le^eft  h y ainfi  ce  côté  eft  Oncher- 

•the  ces  treis  côtez. 

' Les  quarrez  des  deux  cô  tez  x & x H-  <*  — i 
font  égaux  à celui  de  l’hypothenufe , laquelle 
eft  X —h  4 ; ainfi  2xx— t- 24x—2^x — 2ôa 
' — f 44  -f-  =xx  H-  2 4x  — 1-  44.  ■J’ajoute  de 
part  & d’autre  2^4,  & j’ai  2xx— +-2  4Jr  — 2^x 
— h 44  — |-  bô  zz  XX  —H  2 ax  -+  aa — f-  2 ba.  Je 
retranche  de  part  & d’autre xx  -+  9.Ax-\-aa\ 

■ j’ai  XX  — 2^x  — 1- 2^4.  Je  retranche 

—\-bbyôi.  j’ai  XX  ~^2bx-=i2ba  — bb:  prenant 
d égal  Ï2b  (X  ce  égal  à 2ba—bby  j’ai* XX—  dx 
zzec-y  ainfi  X.  c.x  — d.  Ce  qui  le  réfout  ai- 
lëment  *.  • • 

rPitOBLEME  VIII. 

Cl  b ejl  la  perpendiculaire  tirée  de.  P angle  droit  fur 
Pbypothenufe  d’un  triangle  reétaugle  : z.  eft  la. 
différence  des  deux  parties  ou  feçmens  de  Phy 
P os  hernie.  Trouver  ces  fegmens. 

Soit  X le  plus  petit  fegment;  donc  le  plus 
grand  fera  x —+-4.  Or-V.-  x — f-  4.  x f.  Donc 
- ce  Problème  fe  réfout  comme  on  l’a  enfeigné 

P R O. B L E MjE  IX. 

Ca  ha  ligue  AB  eft  coupée  , dans  un  de  [es  points  t' 
comme  C ; ow  propoje  de  la  prolonger  jufqu’À 
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' D , de  forte  que  le  reilan^le  fait  de  de 

B D foit  dgal  OH  quarré  de  Ù D. 

Je  fuppofe  la  chofe  faite.  Soit  y^C=  «,& 
CB-=.by  D^x.  Il  eft  queftion  de  trou- 
ver la  valeur  de  BDy  ou  de  x.  Je  multiplie  AD 
OM  a-\-  b—^x  par  BD , c’eft-à-dire , par  x , ce 
qui  fait  ax  H-  i>*  »• 

■^  xxy  lequel  pro- 
duit félon  la  queftion 
eft  égal  au  produit  de 
CZ)0U(j^^— f-Armul-  ; 
tiplié  par  lui-même; 
c’eft-à-dire,  ‘que  ax 
H-  bx-]-xxzzbb  — (-  i,bx->rxx.  J’ôte  dc$ 
deux  membres  de  cette  Equation  bx—^xxy  & 
il refteax'c;^^— t-^x;jefais  pafTer  ^rde l’autré 
côté , afin  que  la  grandeur  connue  bb  refte  toute 
feule,  &,  j’ai  «IAT  — Pour  réduire  cette 

•Equation  aux  plus  fimplcs  termes , je  la  divife 


par  4—4,  & alors  JP z=  laquelle  Equa- 
tion fe  réfoutdans  cette  pro^eflion  -H- 4— 4. 
4.  JP,  dont  les  deux  premiers  termes  étant  con- 
nus, lé  troifieme  que  je  cherchois , qui  eftjr, 
meieraaufii connu;  ainfipour  faire  le  Problè- 
me il  faut  prolonger  la  ligne  AB  de  la  grandeur 
JP  qu’on  vient  de  connoitre. 


La  refohition  de  chaque  Problème , donne  la 
f connoiffance  d'un  nouveau  Théorème  : Car  félon 
ce  qui  vient  d'être  prouvé  y le  quarré  de  BD  y . 
prolonp^ement  '(Tune  li^ne  , plus  C B partie  de 
cette  ligne , efi  égal  au  reHangle  fait  de  à.D^ 
de  BD  ce  Prolongement  efi  le  troifieme  terme 
d'une  progreffton  y dont  AC  — B G efi  le  pre- 
mier terme , BC  le  fécond,  La  plus  grande 

par- 


4o8  Elêmens  de  Géométrie. 

partie  desT’béorimes  font  les  fruits  de  PAualyfe^ 
qui  ^ comme  vous  voyeZ  jeJî  une  fouree  fécotseu  de 
vérités^. 

PrOBLEMeXv 

La  ligue  AB  ejl  coupée  en  C.  Ou  propofe  de  la  cou- 
. per  derechef  en  T)  \ de  forte  que  le  reSaugle 
A C — f-  D C par  C D , fait  égal  au  quarré 
de  D B. 


Je  fuppofela  chofe  faite.  II  faut  trouver  la 
valeur  de  CD.  'Soit  y4C  = <»,  & 

C'D  = x;  ainfi  DB=th—x.  Le  reélangle  de 
/I D par  C Deà  a X * 

—{-XX,  & le  quarré 
de  DB  eft  il;—  %bx 
H-  X X ; donc  félon  A C 
la  queftion  ax-\-  xx  : ^ I 


s=ih  — 2hx  -{-  XX.  t 3 

Je  retranche  xxde  

part  & d’autre  t^ax  = i,b  — 2hx.  J e fais  palTer 
2 bx  de  l’autre  côté , afin  que  le  connu  foit  feul, 
ax—{-2bxz=bb’,  je  divile  cette  Equation  par 


fl -1- 2^, il  vient  ; je  réduis  cette 

égalité  en  proportion  a 2 b.  b.  x , les 
deux  premiers  termes  font  connus , donc  x le 
fera  aufli  ; ainfi  en  prenant  fur  CB  la  ligne  CD 
égale  à jr,on  aura  fait  ce  qui  étoit  requis^ 


PROBLEME  XI. 


• <54  La  ligne  droite  AB  efi  coupée  en  C,  la  ligne  BD 
infinie  efi  Perpendiculaire  fur  AB*  U faut  de 
A mener  A D une  ligne  y«r  B D , de  forte  que 
" AD  = BC-hBD.  . 

Je  fuppofe  la  chofe  faite, & que  yfB=fl& 
BCt=tbf  ii.  B D = x valeur  que  l’op  cherche. 

Se- 


r 
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■ Selon  la  queftion  A D±zBC  —h B D , partait 
AD:=ib  X.  Or  puifque l’angle  ABDt^ droie, 

le  quarré  de  ^ ou  de  ^ — I-  t*’  , lequel  quarré 
cfl:  H-  2 bx  -+  XX , eft  égal  à ceux  de  A3  y& 

de  /iZ),  qui  font<*<*,  i> 

^xx.  Ainli^^  —h  ibx 
-\-xx-=zaa-\-ftx\  . 

ôtant  de  part  & d’au- 
tre xx  , il  vient  b b 
-4-  <ibx-=zaa.  Afin 
que  l’inconnu  foit  A 
^ut  d’un  côté,  faifant  changer  de  place  à 
nous  aurons  2 , que  Je  divifepara^  ,* 

• &j’ai  laquelle  Equation  fe  réduit 

ainfi  dans  cette. proportion  2 ^ — t-  ^ : a— b. 

dont  les  trois  premiers  ' termes  étans  connus , le 
quatrième  fera  connu:  ce  que  l’on  cherchoit. 
Pkobi-eme  XII. 

Deux  lignes  parallèles  AB  ^ CT) ^ font  données  Ôÿ 
par  pojition  avec  CF  ^ comme  aufft  les  points  F 
y É.  On  propofe  de  mener  F D coupant  A B 
CD  prolongées  au  ùefoin  , de  forte  que  AB 
foit  4 £ L)  , comme  A F ejl  « A G. 

Soit  A F ■=.a^C  Bt=.b  y CE  = c,  AG=:d.à: 

A B — X. 

Nous  fuppofons  la  chofe  faite: partant,  fé- 
lon l’hypothefe  a.d:-.  x.  ED.  Multipliant 
donc  X par  <Z,  & divifant  le  produit  qui  eft 

par  4 , le  quotient  — zczED.  Les  deux 

triangles  AFB  ^ FC  D font  fcmblables;  a. 
x:  : b.  CD.  Or  CD  zzCE—fED^  & par- 
tant C Onze  ~ . Le  produit  des  extré- 

S " mes 
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mes  <1  & r 


^ , qui  eft 


% 

\ 


»s  H-  JC,  eft  égal  à celui 
des  moyens  : Donc  ac  -+dx 
:=zbx.  Je  tranfporte 
& VXcnX.ac'xzbx  — dx.  Je 
, divife  cette  Equation  par 

. (Scj’aixr:^^  la- 

quelle  Equation  fe  réduit 
en  cette  proportion^  — «/.-]_ 
e::  a.  x , dont  les  trois q 
premiers  termes  font  con- 
nus. 

PROBLEME  XIII. 

^5  Mejurer  une  hauteur  waccejjfible  A B , Çÿ  /i 

tnoyen  de  deux  bâtons  CD 

cs>  tF. 

Je  fuppofe  queyfC=;x/^B=y,C£=^, 

1 = f ; alors  puifque  les  trian- 

lèmblabics, 

ÀB.  GD 
::  FA.  FG-, 
mais  FA. 

F G : : FI.  y 
FK,  à caufe 
des  paralle-  ^ 
lcsGD,3A; 
donc  A B. 

GD::  FI. 

F K,  ou 
leurs  égales 
AE  & CE , 

ainfiy.  x -i-b,  bj  par  conféquent  y 

Las 


J 
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Les  deux  triangles  BHF  BGZ)foncfem- 
blables;  donc  comme  fîZ)  eft  à BFy  ou  IK  à 
IF,  ou  AC  k AE,  de  même  GD  eft  à //F; 
ainû  AC.  AE:  : GD  FJI,  ou  ;c.  x->rh::  *. 

partant  xe  = ax—\-ah  \ ôtant  «x  de  part  & 
d’autre,  il  refte  xc  — <»;f=;<*^;divifant  l’un  &- 

l’autre  membre  par  f — 4 , on  a jc  ; ainû 

€-^aa\:  h.  x.  On  coûnoit  les  trois  premiers 
termes  de  cette  proportion  ; donc;r  le  quatriè- 
me que  l’on  cherche  fera  auflî  connu. 

Puifque  l’on  a trouvé  ci-delTus  que  hy—ax 
~\- ab^xc=.ax-+ab\\\  s’enfuit  que by  = ex , 

'étant  égaux  à la  même  grandeur<»jf— t- par- 
tant b.c::  X.  y.  Or  x eft  déjà  connu  : donc  les 
■trois  premiers  termes  écantconnus,  onconnoi- 
tra  le  quatrième  terme  y que  l’on  cherchoit. 

PROBLEME  XIV. 

-Deux  Marchands  ont  mis  en  Société'  12  livres,^  6j  ' 
om  gagné  34  livres  ; le  premier  a pris  7 livres^ 
tant  pourmtje  que  pour  gain  pour  deux  mois  ; 
le  Jecund  a pris  39  livres , tant  pour  fa  mtfe 
que  pour  fon  gain  pour  cinq  mois.  Un  demande 
la  mife  ^ le  gain  d'un  chacun  en  punieuher, 

La  mife  des  deux,  12==^.  La  mife  du  pre- 
mier foit  X ; ainfi  celle  du  fécond  eft  <i  — a-. 

La  mife  ec  gain  du  premier  eft  7 donc 
b — x fera  le  gain  du  premier. 

La  mife  & gain  du  fécond  eft  ^prrt  : donc 
r— 1 Jffera  Je  gain  du  fécond.' 

Or  comme  la  mife  du  premier  multipliée  par 
fon  tems,eft  a fon  gain;ainfi  la  mife  du  fécond  * 
multipliée  par  fon  tems,  eft  à fon  gain  ; c’elt-à- 
dire , ix.  b~ x::  — 5 a-,  c — a -+  x.  Le 

produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  de  ceux  du 

S 1 mi- 
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milieu  ; donc  ^xc — 2 — i-  2 jta-  =5  —5  »x 

— 5^Ar— 1*5  XX  \ ^ ajoutant  de  part  & d’autre 
? jf  & retranchant  en  même-tems  2 jrx , on  au- 
ra 2 xt  ~$ab — 3 ax — ^ bx—]r  3 jcjf;  j’ajoute  de 
part  & d’autre  3 <*jf  — 1-5  ^AT,  ce  qui  me  donpe 
S.cx-^-^ax  ^ bxx=.^  ab-^2 fuppofe 
' que<^=:2^-^34-^-5^;ain^l<^J^•=5<^^-(-3A^x; 

jeprensaufîî/=:5rf^,  que  je  retranche  de  part 
& d^’autre,  & j’ai  dx--f=:^xx.  Enfuite  poilr 
réduire  cette  Equation  dans  une  formule  qui 
me  donne  la  réfolution  de  queiliona  je  fup- 
pofe <^=3^&/=3iè;  -ainfi^AT— je 
trouve  un  quarré  égalài» , oueje  nomme //,  par- 
tan  t^x  — 11=  XXI  laquelle  Equation  fe  réduit  à 
cette  progreflî on  a-.  Lx,  czrgx—xx=ll  y 

& par  conféquent  ^x  = ll~\-  xx , <k  gx  — Il  y 
= XjX.  Les  extrêmes  de  cette  progreflion  font 
AT  & X y dont  jç’  eft  la  fomme.  On  trouvera 
leur  différence  fi  fur 
ÂB=:g  ayant  décrit 
le  cerde  AGBy  on 
éleve  perpendiculai- 
rement BD=ly  & 

Fon  tire  de  DG  paral- 
lèle à yf  5,  & du  point 
, E , la  perpendiculaire  EF  qui  coupera  AB  aux 
pointscherchez.La  grandeur  inconnue  que  l’o» 
cherchoit  efl:  x.  Or  comme  dans  ce  Problème 
on  cherche  la  valeur  de  Af  en  nombre,  il  faut  du 
• quarré  de  CL  ou  CB  y moitié  de  AB , fomme 
des  extrêmes  connus,  ôter  le  .quarré /^'Er=:// 
auffi  connue,  il  reliera  le  quarré  de  CFy  moitié 
/de  la  différence  des  extrêmes,  dont  la  racine 
ajoutée  kCB  donnera  le  plus  grand  ; & en  étant 
^té,  lepIuspetitAf=3 , mife  du  premier  : après 
^uoi  tout  le  refte  eft  facile. 

. - A VE  R- 
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Avertis  s^e  ment. 

O»  va  voir  dans  les  deux  Problèmes  fuivatsi 
Pftpi^e  qa'on  peut  faire  de  la  méthode  qu'on  vient, 
d'enfei^ner  pour  réfoudre  des  Problèmes  qui  fem^.  ^ 
bleroient  ne  point  appartenir  à la  Géométrie , dont 
cepen/iant  la  r Solution  en  dépend. 

PROBLEME  XV. 

Suit  le  Billard  A 13  CD.  Qu^  il  faille' toucher  la  Ci' 
Bille  H par  deux  bricoles  avec'  la  Bille  Yi. 

L’angle  d’incidence  & de  réflexion  font  égaux; 
fuivant  ce  principe-,  on  fuppofe  que  K poulTée 
au  point  / doit  réfléchir  vers  L , & de  L à /f. 
C’eft  donc  ce  point 
I qu’on  demande. 

Ayant  mené  par  K 
la  ligne  , parallè- 
le au  côté  eu  ; & par 
l’autre  point  H,  la 
ligne  GH  parallèle  à 
BD.  SoitA/'=«,vy  - 
FB-b,  BG- d,  GH=fy  & FI=x  : donc  B/=i 
— X.  Les  triangles  KFl  & IBL  étant  fembla- 

bks,  x:  a:  : b—x.  BL.  Donc 
& en  corrigeant  cette  expreffion  BL  =:  a. 

Or  — BL = GL  : ôtant  donc -^—<1  de  <^,on  ^ 

aura  GL-=td-v  a-—. 

• * 

Les  triangles  KFI & LG-H  font  femblables . 
àonca.  x:  : d f:  donc  afzzdx- 
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iji4  Elément  àe  Gêometne. 
•^MX^ab'.àonc  ajoutant  abàe  part  & d’autre  - 

& divifant  par  — t- , on  aura  =j:;  & 

remettant  cette  Equation  en  proportion , on 
aura  d--^  a.  f —>t  b:  4.  a , c’eil-à-dire , que 
f / eft  une  quatrième  proportionnelle  à ces 
trois  lignes  BG-+K  h\G  H-\-  t'.-i  ,6i  KF; 
elles  font  connues:  partant  Fl  qu’on  cher- 
choit  le  lera  ; ainli  le  point  I. 

Si  on  voit  donc  que  la  Bille  if  aille  par  deux 
bricoles  toucher  la  Bille  //,  il  faut  frapper 
K de  maniéré  qu’elle  aiHe  à /,  d’oü  elle 
réfléchira  kL  & de  ^ à /i  ; ce  qui  étoit  pro- 
pofé. 

P R O B L E M Ë XVI. 

tîp  Deux  points  ou  deux  lieux  étant  donnez , ai>ec . 
a»  plan  élo{g;aé  de  ces  deux  points , l'on  de- 
mande un  point  fur  ce  plan , x>à  il  faut  aller  ^ 
pour  arriver  d'un  lieu  a l'autre  par  le  chemin 
- ie  plus  court» 

Ou  ce  qui  revient  au  même: 

Vn  objet  lumineux  étant  donné  avec  un  miroir , 
.£3*  tm  oeil  hors  de  ce  miroir , trouver  le  point 
de  réflexion. 

' Soient  les  points  A &E donnez;  &foit- 
aufli  le  plam  BF.  Ôn  demande  fur  ce  plan  le 
point  D tel  que  la  ligne  A D plus  D E foit 
la  plus  courte  de  toutes  les  autres  menées 
de  ce  point  à ce  plan , par  exemple , plq^  cour- 
ts que  AG  -F  G E. 
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Première  maniéré. 

Soit  menée  la  perpendiculaire  À B proion-  7» ' 
gée  jufques  en  c , en  forte  que  AB  =z  B C. 

Et  foit  du  point  E menée 
la  ligne  CE  ; je  dis  que 
le  point  D ell  celui  qu’on 
fticrche  : car  les  deux 
triangles  AB  D ^ D CB 
font  égaux , auffi-bien  que 
les  deux  4BG  & CB  G: 
donc  AD  -+  DE=:CD  DE,  & AG‘ 
-+G  E=zCG  -+  GE. 

Mais  CD-\-DE  efl;  une  ligne  droite:  donc 
elle  e(l  plus  courte  que  CG  ^GE.  Si  le  point 
G étoit  entre  B &.  D,  ce  ferOit  la  même  dé- 
monftration. 

Remarquez  que  les  deux  triangles  ABD  àL 
CBD  étant  égaux,  ils  font  femblables:  donp  ^ 
les  angles /f /-> E écBDC  font  égauè;  mafo' 

£ Z)  / eft  égal  h B DC:  donc  EDF  eft  égal 
k A DB\  ainfî  comme  dans  un  miroir  l’an- 
gle de  réflexion  efl:  égal  à celui  d’incidence, 
h l’objet  efl:  en  E , & que  le  miroir  foit 
B F,  le  point  de  réflexion  feraZ),  & la  lu- 
mière réfléchira  au  point  A.  Ainfi  la  lumière 
efl:  portée  par  le  plus  court  chemin. 

Seconde  maniéré. 

On  fuppofe  que  l’angle  d’incidence  EDF  jji 
efl:  égal  k A DB,  celui  de  réflexion.  Il  s’a- 
git de  trouver  le  point  D oii  tombera  la  lu- 
mière qui  réfléchit  de  l’objet  £ à l’œil  A,  ôc 
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va  par  le  chemin  le  plus  court.  Les  gran* 
4eurs  connues  font  U c=:  a,  EF=zù  , & 
B F^d.  L’inconnue  eft  BD—x.  Puifqu’on 
fuppofe  que  les  angles  d’incidence  & de  ré- 
flexion font  égaux,  donc  les  deux  triangle^ 
reélangles  Ab  D ^ E FU  font  femblables  ; 

àoxnc  a— a:\d.x.  Donc. jr  : ainü  h. 

M — 

valçur  de  fi  D eft  connue. 


Fin  des  EUmens  de  Géométrie, 


IN- 


I 
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INTRODUCTION 

AUX 

« • J 

S E C T I O NS 

CO  NIQ.U  E Si 

Chapitre-  Premier.- 


Des  Lignes  Courbes  que  rtpréfe»tem  les  diffe-^  ' 
rentes  Seâions  du  Cône,  heurs  noms,  Çy 
métîode  la  plus  Jtntple  pour  connaître  leurs 
principales  proprietez^- 

E n’ai  parlé  dans  ces  Elémens  de  ' 
Géométrie , que  de  la  Ligne  Droi- 
te & du  Cercle;  mais  comme  il  y 
a d’autres  Lignes  qu’on  nomme  des-  ' 
Lignes  Courbes,  qui  font  mainte- 
nant l’objet  principal  des  plus  grands  Géomc- 
• très , à caufe  des  proprietez  fmgulieres  &mer- 
veilleufes  qu’ils  y découvrent,  il  feroit  à pro- 
pos de  donner  leur  génération,  avec  quelques- 
unes  de  leurs  principales  proprietez.  Je  par; 
lerai  feulement  des  ^us  anciennes  & des  plus 
connues,  qui  font  celles’ qu’on  remarque  en  • 
coupant  le  Cône  de  differentes  maniérés , de  • 
auxquelles  on  a donné  le  nom  de  Serions  Co- 
niques. Jé"déterminerai  quelques-unes  des 
principales  proprietez  de  ces  lignes.  Voici 
comme  elles  .s’engendrent  dans  le  Cône. 

Soit,  imaginé  un  Cône  droit.  ^ 
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I®.  Si  on  le  coupe  par  un  plan  qui  pafTe  par 
fon  axe,  il  eft  clair  que  cette  Seftion  fera  un 
triangle , dont  les  côtez  feront  les  côtez  mêmes 
du  Cône,  & la  bafe  le  diamètre  du  cercle  de 
ia  bafc  du  Cône. 

Je  Juppofe  dans  la  fuite , que  le  plan  coupant , , 
de  quelque  maniéré  qtCil  coupe  le  Cône  , eji  per- 
pendiculaire fur  le  plan  de  ce  triangle. 

20.  Si  le  plan  coupant  eft  parallèle  à la  ba»  - 
fc  du  Cône,  la  SeêUon  eft  un  cercle,  comme 
il  eft  évident. 

30.  Si  Içplan  coupant  n’étant  pas  parallèle  ■ 
à la  bafe,  rencontre  l’axe  du  Cône,  & fes 
deux,  côtez  (je  veox  dire  les  deux  côtez  de  - 
eè  triangle,  qui  eft  la-Seftion  du  Cône  par 
un  plan  qui  palfe  p^r  Ibn  axe  ) cette  Seéhion, 
ou  le  coutour  de  cette  Seftion  repréfentera 
une  ligne  courbe qu’on  nomme  ElUpfe  ou 
Ovale.  Telle  eft  la  figure  formée  aans  le 
Cône  /f  par  le  plan  coupant  fuivant  la  ligne  M., .. , 


4«.  Si  le  plan  coupant  ne  coupe  qu’un  des  • 
côtez  dudit  triangle , & que  la  Seftion  foit  • 
.HdjaraUcle  à l’autre  côté-,  cette  Settion  ou  le 
w'  con-, 
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contour  de  cette  Seftion  fera  une  autre  Cour-  ' 
be,  qui  s’appelle  Parabole.  Telle  efl  la  figure  ' 
Courbe  T,  formée  dans  le  Cône  B par  le 
plan  qui  le  coupe,  fuivantla  ligne  N.  paral- 
lèle au  côté. 

5°.  Si  le  plan  coupant  ne  coupe  qu’un  fcul 
côcé,  de  maniéré  que  ce  plan  prolongé  puifie  ' 
rencontrer  l’autre  côté  dudit  Cône  ou  Trian-  ' 
gle  aufli  prolongé  au-deflùs  du  fommet,  cette  ' 
Seftion  ou  le  contour  d’icelle  efl:  ce  que  l'on  ‘ 
nommQ  H^erbole.  Telle  efl:  la  figure  Z formée  ' 
dans  le  Cône  C par  le  plan  coupant,  fuivant" 
la  ligne  0. 

Comme  il  n’efl  pas  néceflàire  de  s’imaginer  " 
un  Cône  pour  ejmliquer  la  nature  du  cercle  qui  * 
elt  une  de  fesSeaions  , on  peut  aufli  découvrir  ■" 
les  proprietez  de  toutes  les  lignes  courbes  que  * 
repréfentent  les  Seélions  du  Cône , fans  être  " 
obligédepenferàcefolide.  Or  il  y a de  certains  * 
termes  dont  nous  devons  nous  fervir,  en  par- 
lant  de  ces  Seftions, ''qu’il  faut  expliquer.  • 

Soit  le  triangle  fi  qui 
efl  la  Seétion  du  Cône  par 
l’axe.  Soit  AP  = PM 
= A D B D Tzzb.  On 
aura  par  - tout  x.  -y  a.  b 
donc  ay  bx  i qui  efl:  l’E-  “ 
quation  qui  exprime  la  natu- 
re du  triangle. 

Soit  A MB  un  demi  cercle,  ^ 
dont  ^ eft  le  centre,  & Al^-^-'NB  ou 
yf  fi  elt  le  diametre.  SoltA  P=:x,  PJf=v.- 
AB  a\  ainfi  P fi  ^ à x..  Parlant  -fv  x. 
y.  a — X)  ainfi  ax  — X x-=zyy  efl:  l’Equation 
qui  exprime  la^  nature  du  cerclé. --Une  per- 
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pendiculaire  telle 
qucilfPmenéed’un 
point  quelconque 
M de  la  circonfé- 
rence fur  le  diamè- 
tre AB.,  s’appelle 
Ordannée  ; & la  par 


/ 


. ^ . .A  P N 

tie  du  diamètre  prife  entre  fon  extrémité  & 
la  rencontre  de  l’Ordonnée , fe  nomme  Ab~^ 
(ciffe. 


Soit  DEE  une  ligne  droite  donnée,  avec  F 
Tin  point  hors  de  cette  ligne  ; je  nomme  cette . 
ligne  DEE  la  Direétrice.  Soit  AMN  une  cour- 
be telle , que  toute  ligne  perpendiculaire  fur 
DE  tombant  fur  M,  un  des  points  de  la  cour-  - 
be  J ait  toujours  un  même  rapport  avec  une  fe-  - 


D-  B E E E 


con  le  lignç  tirée  du  point  M au  point  donné  F, 
re  ligne  courbe  eu  régulière , fe  peut  dé-  " 

crire;  c’eft-à-dire,  qu’on  peut  trouver  tous  . 
les  points  par  lefquels  elle  doit  pafler.  On  don-  i 
né  ces  noms  à fes  points,  & à fes  lignes. 

Le  . 


\ 
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Le  point  Â eft  le  fommet  de  la  courbe.  Le 
point  r le  nomme  \t  Foyer.  La  ligne  y/f  prolon- 
gée en  eft  \Axe.  Les  lignes  qui  coupent  per- 
pertdiculaircmentcet  Axe,  & qui  font  compri- 
les  entre  la  courbe.&cet  Axe  , s'appellent  les 
Ordonnées.  F D/l  eft  une  Ordonnée.  La  partie  de 
FAx#  prife  du  fommet  A jufques  à la  rencon-: 
tre  d’une  Ordonnée , fe  nomme  AbfciJJe.  Ce 
qui  fait  Ja  différence  cflentielié-des  trois  Sec- 
tions Coniques,  la  Parabole , l’Ellipfe,  & l’Hy^ 
perbole,  c’eft  une  raifon  oui  eft  particulière  ’ 
à la  ligne  AD , ,avec  AF.  Dans  ces  trois  Sec- 
tions, je  nommerai  ce  rapport  de  p à ç.  Dans 
la  Parabole,,  c’eft  toujours  une  raifon  d’égali- 
té ; à l’Ellipfe , / eft  toujours  plus  grand  que 
q 'y  & dans  l’Hyperbole,  eft  toujours  plus 
petit  que  q.  A cela  près , la  maniéré  de  conP 
truire  ces  lignes  eft  la  même,  de  cette  conf-' 
truéUon  eft  aifée. 


C h A M T R E-  I I.- 

Dje  la  Parabole,  ou  Liyne  Courbe  que  repr /fente  / , 
la  Seâion  d'un  Cône  droit  ,'par  un  plan., 
parallèle  à F un  de  fes  cotez. 

Définition  Péemiere.' 

La  ligne  droite  DE  eft  donnée , avec  le  point 
F nors  de  cette  ligne.  D¥.  eft  la  direarice 
de.  la  Courbe  ÿ dont  on  parle.  La  ligne  F D r/ï 
perpendiculaire  fur  cette  dire/iriee  DE.  Si  cette 
perpendiculaire-  efi  coupée  au  point  A , de  forte 
que  F A = A D ; Çs*  que  de  chaque  point  de  la 
Courbe  (omme  ayant  mené  /»r  D A une  perr 

S. 7 ; pem. 
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pendicnlatre , Çÿ  une  autre  ligne  au  point  F , cet 
deux  lignes  [oient  égales , que  M F =:  M E , fait  ' 
n»mm!e  cette  Courbe  ^ parabole. 

On  démontrera  que  cette  Courbe  ert  la 
Seftion  Conique  qu’on  appëlle  Parabole.  J’ex^' 
primerai' ce  rapport  d’égalité  de  EM  à /tu F, 
par  ces  deux  lettres  p ^ q.  * 

Probl'eme  I. 

Tftuver  chaque  point  de  la  Courbe , qu^on  vient-  ’ 
de  définir. 

DE  eft  la  ligne  direftrice  qui  eft  donnée,  & 

F ie  Foyer.  Il  faut  couper  DFcr\  deux  parties  • 
égales , ainfî  A eft  le  fommet  de  la  Courbe. 

Pour  trouver  ces  autres  points , il  faut  i®.  par 
A mener  une  parallèle  à DF,  dans  laquelle  on 
prend  A X égale  à F/f  ; & par  D & par  X 
on  tire  une  ligne  indéfinie.  2°.  Ayant  enfuite 
mené  tant  de  parallèles  qu’on  voudra 


qui  coupent  l’Axe  DF  prolongé,  on  trouvera 
aifément  les  points  de  ces  parallèles  par  lef- 
quels  paflc  la  courbe  J par  exemple  le  point  J/, 

- ' daas,  - 
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dans  la  ligne  PO.  De  l’intervalle  de  PO  & du 
Foyer  F comme  centre,  je  fais  un  cercle  qui  - 
coupera  PO  en  yif;alors  AD.  À X::  p.  0,  Si 
AD.  AX:'.  DP.  PO.  Or  DP  = .►;£,&  par  la 
conftruttion  PO  Donc  *ME  FM'.'.  P.  , 

Ainfî  ilfeftun  des  points  de  la  parabole , le- 
OP  la  Définition  précédente. 

Remarquez  que  la  ligne  indéfinie  D X fait  - 
avec  DF  un  angle  de  45  degrez  ; car  DAX  eft 
droit, & AD^AX'.iyonc  ce  triangle  eft  ifo- 
fcele  ; ainfi  l'angle  ADX  eft  égal  à AXD.  Par  ^ 

conféquent  chacun, la  moitié  de  l’angle  droit 
ou  de  45  degrez. 

Définition  II. 

Une  ïtine  toujours  double  de  F D y ou  quadruple  - 
de  F K t ou  de  AD  yS*  appelle  le  Paramétré  de 
la  Parabole. 

Soit  nommé  a ce  Parametre;rOrdonnée  PM 
foit  nommée^, & rAbfciflTe  PA  foit nommée 
X.  Il  ne  fe  faut  mettre  en  peine,  entendant  par- 
ler de  Paramétré,  d’autre  chofe  que  de  ce  que  - 
dit  la  Définition,  qu’on  appelle  ainfi,  une 
Quadruple  de  F' A ou  de  ^ D.  n. 

Remarque. 

Comme  eette  lutroduHion  fuppoje  la  èounoif- 
faace  de  ces  Elemens  de  Géométrie , on  si  aura 
pa.  la  même  rigueur  pour  citer  les^Propofitiont 
dont  OH  tire  les  preuves , du  meins  dans  les  cho-  - 
fes  les  plus  faciles  oà  l'efprrt  doit  être  verfé. 

Theoreme  I. 

Le  reétanç^le  fait  du  Paramétré  ^ de  P Abfci^Cj 
ejl  égal  au  quart é de  l'Ordonnée.  Ou  cette  tfrr 
doîutée  eft  'une  moyenne  proportionnelle  entre  le 
Paramétré  l'AbfciJfe. . 

; L.  i.  a.  îK.  . 
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FA  ou  AD  fix-précéd.  foit  nommé  b.  L’Ab* 
réifle  AP  a été  nommée  x.  Donc  PD  ou  ME=^ 
—\-  Xy  &.  FP  — x—b  ou  b—Xy  félon  que  le 
point  P fe  trouve  au-deflus  ou  au-deflbus  du 
Foyer/’.  Le  Paramétrés  eft  quadruple  de  JD 
ou  de  AF  y & partant  de  ainfî  s = 4^.  U faut 
démontrer  que-H-<*.>  x ; ou  ce  qui  eft  la  mê-  - 
me  chofe  que  ^ *.  Selon  la  première  Dé- 

finition M F-=i  E iVi  ; mais  EM=z  PA  -f  AD 


zsb-\-x:  Donc  Mt  ^ibb—pjibx—^xx.  Et' 

— X 

puifque  FP  z=.b  — x‘.  donc  bP  zz  bb  • 

-H-  x-x.  Or  FM  — EP  = PM  =.yy  f.  Donc 
' bb -\-1ibx -+ X X — bh ^ b X — X x~yy. 
Mais  b b bbzzo  y & — |-  xx  —xx’  = o;- 
reftedonez^x— H 2^x,cn4/'jT=)y.  Or4^eft 
la  valeur  du  Paramétré  « ; partant  ax^yyy  ou 
: y.  x\,  ce  qu'il  falloir  prouver. 

Corollaire. 


Dum  la  Parabole  les  quarrez  des  Ordonnées  font  '■ 
entre  eux  » comme  les  parties  de  P Axe  prifes 
entre  fan  fommet  isf  Id  rencontre  de-  ces  mêmes 
Ordonnées. 

Le  Paramétré  seft  toujours  le  même;  mais 
prqui  eft  l’AbfcilTe  eft  plus  petite  ou  plus  gran- 
de , félon  que  l’Ordonnée  eft  plus  près  ou  plus 
éloignée  du  f«mmet  J.  OrpuiKju’on  a toujours 
yyzzaxy  en  quelque  endroit  que  l’on  prenne 
l'Ordonnée  ; donc  les  y y ou  les  quarrez  des 
Ordonnées  tbnt  entre  eux  comme  les  x , ou 
les  AbfcilTes 


T'  H E O R E Sf  E II. 

Cette  Seéiion  c.  onique  qu'on  nomme  Parabole , 

ejl 

*■  S..3.H.  51.  t ”•  7*>  t 3«a>  54. 
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tjl  la  même  Courbe  que.  celle  qu'on  vient  de\ 

définir  ^ de  décrire. 

S VL  efl:  un  Cône  droit  coupé  par  un  plan 
félon  ///'parallèle  au  côté  7"/'; il  faut  prou- 
ver que  la  Seélion  R,  qui  efl:  une  Para- 
bole , a les  proprietez  de  la  ligne  courbe  dont 
on  vient  de  parler.  Quelle  que  foit  la  ligne- 
' H/1 R , concevons.que  fur  la  ligne  A t y les  li- 
gnes P M&.  i^Ffont  des  perpendiculaires  fur  • 
r/r,  queje  nomme  l'Axede  cette  Courbe.  PM 
&^/'enfontain(i 
les  Ordonnéesrpar 
conféquent  pour 
prouver  que  cet- 
te Parabole  Q^A  R 
efl:- cette  Courbe 
dont  on  vient  de 
_ parler , il  s’agit  de 
prouver  que  les 
— % 

quarrés  MP  & 

2 

de  toutes  les 
autresürdonnées, 
font  entre  eux 
comme  les  parties 
A P y A t'y  de  l’Axe  qu’elles  coupent  ; car  cela 
étant  il  faut , félon  le  Corollaire  précédent, 
que  la  Courbe  Q^A  R foit  une  telle  ligne. 

Concevons  que  le  Cône  droit  S VL  efl  cou- 
pé au  point  M par  un  plan  parallèle  à fa  bafe. 
Cette  Seétion  P eft  donc  un  cercle.  Soit 
- S QL  un  autre  cercle  parallèle  à D ME.  La 
ligne  MP  ell  l’Ordonnée  de  la  Parabole  Qji  Ry 
& du  cercle  DM Ey  étant  perpendiculaire:- 
tant  fur  E D que  fur  //  d’autant  qu’elle  efl: 
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la  commune  Sec- 
tio  i du  plan  du 
cercle  ûc  de  celui 
de  la  Parabole, 
qui  parlaconftruc- 
tion , coupe  celui 
du  triangle  à an- 
gles droits  *.  Il 
en  eft  de  même 
de  OJ’  i qiii  eft 
aufrr  Ordonnée  , 
tant  au  cercle  qu’à 
la  Parabole.  Or 

&de même-n-  ',F. 

F Qj  F Z':  Donc 

DP  X.  P EznM  f y&SFx  FT  = FO  c;  Donc 

DP  X PE,  SFx  FT  ::  MP  . FQ^',  mais 

PE=iFr^:  Donc  PAl . Tq^::  DP.  S F'. 
Or  à caufe  des  triangles  femblables  D PA  Çc 

SFA,  AP  .AFf.  D P . S FiDonc  M P .FÎl 
:r  AP.  AF’.  Donc  par  le  Corollaire  préc'é~ 
dent,  yïeftde  la  nature  de  cette  ligne  dont 
on  a parlé  dans  ce  Chapitre , qui  efl  aufli  la 
Seélion  Coiiique  qu’on  appelle  ParabdU. 

' THEOREME  II. 

Une  Paràboïe  àant  donnée  , mener  fur  un  point 
quelconque  une  li^ne  touchante  en  ce  point. 

Soit  la  demi  Parabole  A MB  ; on  demande 
que dupointÆT, l’on  mene  la  touchante  MT.' 

Soit 

a L.  ;.M.  3e.  & 30.  b L. 4. a.  29.  cJ^.  3.».  57* 
4X>4.n.  3.  eXri4<«*73. 
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Soit  menée  du  FoyeîFaü  point  M la  li-  - 
gne  FM,  & du  point  M la  ligne  MP  paral- 
lèle à l’Axe,  & terminée  par  la  direébice 
DP.  Si  Ton  mene  FP , & qu’on  la  divife  en 
deux  parties  égales,  la  ligne  MT  menée  par 
ce  point  de  divifion  fera  la  tangente  que  l’on 
demande  ; ce  ou’il  faut  prouver. 

Le  triangle  EMP  en  ifofcele  par  la  géné- 
ration ; donc  Aî  y eft  perpendiculaire  fur  F P *. 
Une  ligne  efl:  touchante  lorfqu’el le  touche  en 
un  feul  point,  ce  qui  #rive  ici;  car  toute  autre 
point  qu’on.alîîgne  en  cette  ligne  T S , n’cll:  pas 
dans  la  Parabole,  mais  hors  d’icelle; que  pat 
exemple,  A7  pris  dansT'i’  au-deflus  ou  au-dellbus  • 
de  A7 , n’eft  point  dans  la  Parabole.  Carfoient- 

me- , 

^ s,.  I.  Ht  43- 


Digitized  by  Google 


jfiS  _ InîrodutTion 

lïiciïëes  les  lignes  iVF,  ATP , & iV£,  paralîeles  à 
l’Axe,  Nt  fera  toujours  plus  grande  que  NE  *. 
©r  par  la  conftruftion,  puifque  TN  ell  perpen- 
diculaire fur  FP , les  lignes  N F6c  N P font  é- 
galesf.  A'Fcft donc  plus  grande  que  JV£,  par 
•coni'équent  A^n’eftpasun  des  points  de  la  Pa- 
rabole : car  s’il  l’étoit , F N feroit  égale  à N £, 
félon  la  Définition  de  la  Parabole.  Mais  F N 
étant  plus  grande,  ce  point  A/^ fera  hors  d’icelle. 

Corollaire. 

Il  efl;  évident  que  fi  la  courbe  ÂM3  repréfen- 
te la  Sedtipn  d’un  miroir  parabolique , & que 
C foit  un  rayon  incident  parallèle  à l’Axe 
3 F,  la  ligne  JilF  repréfentera  le  rayon  rcflc- 
ehi  ; l’angle  d’incidence  CÆ15  étant  égal  à /lif  F, 
l^ngle  de  réflexion  : car  l’angle  C AÏS  elt  égal  à 
l’angle  oppofé  T MP  Or  par  la  conftruction, 

TM  P eÜ.  égal  à TM  F-,  donc  TM  Fdi  égal  à 
CMS.  Partant  tous  les  rayons  cjui  tomberont 
fur  la  furface  concave  de  ce  miroir  parallèle- 
ment à l’Axe,  fe  réuniront  au  point  /’ : & c’sfl: 
V ce  qui  le  fait  appeller  Payer.  Ainfi  pour  faire 
un  bon  miroir  ardent , il  faut  lui  donner  la  fi- 
gure d’un  Conorde  Parabolique  creux. 


Chafitre  III. 

De  l'EUipfe  ou  de  la  ligue  que  repréfeute  la  Sec- 
tion d'un  Cône  , par  un  plan.,  qui  coupe  fer 
deux  cotez  , Ç3’  qui  neloit  pas  parallèle  d'ce- 
lui  de  la  hafe.  • 

Définition  Pre mxE r e . 

Soit  donnée  pour  direSlrice  de  la  ligne  Courbe 
qu'un  va  dtfinir , la  ligne  droite  D E avec  un 

point 

j}>  fL.  1.M.4Z.  ÿli.z.B.zit 
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^ </(f  DE.  ¥ JD  eft  perpeadiculaire 

Jur  DE.  Si  cette  perpendictilétire  eji  coupée  dit 
point  A. ^ félon  la  raijhn  de  p à je  fuppoje  (jtte 
P eJl plus  grand  (j^ue  q \ ^ que  de  chacun  des 
points  de  la  Courbe  ^ comme  de  M,  ayant  mené 
une  perpendiculaire  fur  D E ^ une  autre  ligne 
au  point  t , tajigne  E M foit  toujours  i F M 
comme  p à qi  cette  ligne  je  doit  »o/w»îtfrEllipfe, 
parce  qu'on  prouvera  qu'elle  eft  la  même  que  cel- 
le de  la  Seélion  du  Cône  qui  a ce  nom. 

PROBLEME  I. 

La^direSirice  DE  étant  donne'e  avec  F,  qui  eft 
un  point  hors  elle , trouver  tous  les  points  de 
cette  Courbe  qu'on  vient  de  dftnir^ 


EEE  E D 
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2°.  Il  faut  mener  par  A une  parallèle  à la 
direttnce  £ , & prendre  A X égale  ï AF. 
Aijii  AU.  aX  \ \p.  q. 

3°.  Il  faut  tirer  par  D à.  X une  ligne  indéfi- 
nie; à, n'ès  quoi  coupant  l’Axe  par  tantdepa- 
rallcles  qu’on  voudra , il  fera  aifé  de  trouver 
dans  ces  parallèles  le  point  par  oii  pafle  la 
courbe.  De  h comme  centre,  & de  l’intcr- 
vaile  y O ,je  fais  un  cercle  qui  coupe  POtn 
M.  A cauîè  des  triangles  femblables  DAX 
& D P 0 y\z  ligne  D,  ou  fon  égale  £Af,eft 
kPO  ow  £ ry  jcomme  AD  eft  à AX\  partant 
£A7.  h M'.'.Ai).  A Xwp.q.  Le  point  Af  eft  donc 
unpointde  la  courbe,  qu’on  vient  de  définir. 

PitO* 
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Problème  II. 

Trouver  P Axe  de  cette  Courbe. 

La  ligne  DX  foit  prolongée  à l’infini,  & 
Hir  le  prolongement  de  AD  ^\x  point  Z’ foit 
menée  une  ligne  qui  fafle  un  angle  de  45  de- 
grez,  & continuée  jufqu’à  ce  qu’elle  rencon- 
tre la  ligne  indéfinie  DX. 

Du  pointer  où  fe fait  cette  rencontre,  foit 
menée  la  perpendiculaire  fur Donc  dans 
le  triangle  Fax l'angle  F x a eft  auffi de  45 de- 
grez:  donc  le  triangle clt  ifofcele.  Or  AÛ. 
A X’.'.  Da.ax*\  & puifque  Fax  eft  ifofcele , 
,*x  — Fa  : donc  A D.  A X::  D a.  Fa.  Mais  AD. 
AX  ::  p.  q.  Donc  D a.  Fa  : \ p.  q.  Partant  a 
eft  un  des  points  de  la  Courbe,  comme  il  eft 
évident. 

Définition  IL 

I®.  h.2i  e[l  le  ^randAxe  de  PEïlipfe.  Le  point 
C qui  dtvife  A a ^ar  la  moitié.,  eji  le  centre.  La 
li^ne  B G qui  coupe  à angles  droits  A a , ejl  le 
petit  Axe.  Ayant  pris  f a é^ale  <i  F A,  points 
F CST  f font  lés  toyers.  Nous  verrons  pourquoi  on 
leur  donne  ce  nom. 

2®.  Les  perpendiculaires  mene'es  d'un  point 
quelconque  de  la  Courbe  à un  des  Axes,  s' appel- 
lent  Ordonnées. 

Ainfi  P A/  étant  une  Ordonnée  à l’Axe./^<r, 
la  ligne  eft  une  Abfcifle. 

3''.  La  troifie me  proportionnelle  aux  deux  Axes 
eJi  rff;?W/<?tfPai-ametredu  premier  de  la  propor- 
tion. 

Paramétré,  c’eft  un  nom  dont  il  fuffit  de 
concevoir  ce  qu’oû  met  4ans  là  Définition. 

Th^vO- 
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TheoremeI.  . 

L^intervsJle  F { des  Foyers  F y f , ^ augroftd 
Axe  A a , comme  q ^ i p.  Fti-  frécéd. 

On  a démontré  que  q.pw  AX.  A Dv.Fm. 
Dai  Donc  Fa  ~ A X.  Da  — AD  ::  q.p.  Or 
puifque/a^F/^^y^  A^:DoncF«  — AXczFf. 
Mais  Da—AD  — Aai  Donc  tf.  A a '.'q.p\ 
ce  qu’il  falloir  démontrer. 

THEOREME  II. 

A C moiti/  du  rraud  Axe  A a , une  moyenne 
proportionnelle  entre  FC,  moitié  de  Ptnter- 
vèdle  des  Foyers , ^ C D. 

La  moitié  eftàla  moitié,  comme 

le  tout  eft  au  tout;  partant  AC.tC  : : A a.  Ff. 
Mais  A a.  Ff  ::  AD.AX,  par  le  Théorème 
précédent:  donc  AC.  FC  ::  AD.  AX\  ou 
/U.  AC  : : AX.  AD,  & FC.  tC  ~^AX  ix  AC. 
AC— F AD.  Orparla  conftruftionF'/f=:/#A'; 
ainfi  FC-hAX=iFC-^FA  = AC,  & AC 
A D=^C D.  Mettant  donc  AC  en  la  place 
de  y#  A",  & CZ>  en  la  place  de /fC-f- 

CD,  viendra  FC.  AC  ::  AC.  C D.  Partant 
’^FC.AC.C D;  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Préparation 

Pour  les  démoujhations  des  Tbèorimes  fuivant. 
Même  Figure. 

Soit  AC=d^  AC  F=j^:  donc  FA  ou  AX 

ou  Or /fC  ou  âf  • 

eft  moyenne  p:t>porciormelîe  entre  CAou^^  & 

C D,  par  leTbeorême  precéd.  donc  ^g.d.CD. 
Donc  jaulciplûac  A divifanc  lepro- 

-duic 
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duit  dd par^ , le  quotient  — fera  égal  à CD  *. 

Soit  CPz=:x^^PMz^y:âiOnC  PF=.x—g^ 

ou^— JC  & DP , ou  MR'^z  ~ — jr,  lorfque  le 

point  P efl:  au-delTus  du  centre  C.  Par  la  géné- 
ration de  rEllipfe, 

i-r-- 

de  laquelle  proportion  MF&^  le  quatrième 
terme.  Lorfque  le  point  P eft  au-deflbus  du 
centre  C,  alors  PF=x-^fri^Oi^^  ou  ME. 

-4-  jf  : donc,  comme  defllis , MF  = d 


Tiieoreme  III. 

le  qtiarré  d'une  Ordonnée  quelconque  P M aù 
q'rand  Axe  Aa,  e/î  au  reStanqrle  z\P  x Pa par- 
ties de  cet  Axe  y cont>ne  le  rectangle  AF  x Fa 
auffi  parties  de  cet  Axe  , ejl  au  quarré  de  AG 
ou  Ca  moitié  de  ce  meme  Axe , même  Fig. 

AC  — d^CF-=zgy  PCr=x\ûoncA  P=zd—x 
àiPa  = d-Fx,  A\n?\  AP  y.  Pa  — dd— XX. 
mêmepuifquc  AF-=d~g,  <k.  Faz=d  -^gt 
donc  /If  X ta  = dd  -rgg.  Ainfi'fuppofant  PM 
voilà  ce  qu’il  faut  démontrer  , 

y y.  dd  — XX'.  X dd  — gg.  dd. 

Et  pour  cela  , que  le  produit  des  extrêmes  cil 
égal  à celui  des  moyens , c’elU|ii-c , yydd=:  d*- 
— ddxx  - ddgg  -Fggxx.  imf 

Le  triangle  FMP  étant  reélangle  Ad/—  PA 

'•  L,  n.  60,  f i.  3.  B.  60, 
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z=PMz=yy.  Or  ainfî  FM 

czdd  — 2gx  — & P fzng^xi  donc 

2jçjf-f  A-jf.  Donc  PM  jOnyy=:  dd 
•^zgx—i-^j~~gg—i-2gx—xx.  Or  effaçant 
les  termes  qui  fe  détruifentpar  -H-  & —,  il  vien- 
drayy=:dd-+  — gg^xx\  & multipliant 

tous  ces  termes  de  part  & d’autre  par  l’on 

aura  diyyzzd*-\-ggxx-ggdd—ddxx  ; Donc,  &c. 

THEOREME  IV. 

Soit  B C = ^ , /f  reéîa>7gle  AF  x Fa , o«  dd  — gnr 
eji  égal  à bb  qmrré  de  BC  moitié  du  petit  AjPe 
BG.  Même  Figure. 

Il  faut  prouver  que  bbz^dd—gg.  BC~b 
eftune  Ordonnée  qui  fe  trouve  au  centre;  ainfi 
A = o,  &.d~x=id&Cy=zbl  ainfi  yy  = bb. 
Or  par  le  Théorème  précédent  yy.  dd—  xx  : ; dd 
—gS^dd.  Donc  mettant  en  la  place  de  yy, 

effaçant  — xjf,  on  aura  bb.  dd:  \ dd—gg. 
dd\onbb.  dd—g^-.:  dd.  dd\^\T)St  bb  — dd—gg-^ 
ce  qu’il  falloir  prouver. 

T II  E O R E M E V.  - - 

Le  (juarré  de  Ordonnée  au  petit  Axe  B G 

eji  au  reél angle  BK  x KG  parties  de  cet  Axe  , 

‘ comme  le  cjuarré  du  grand  Axe  A Z e fl  au 
quarré  du  peù^QG.  Même  Fig./ 

Le  grand eftégal  h AC -\-C  rtouà 
2 AC\  partan^R  2</.  On  a nommée  la  moitié 
du  petit  Axe  B G;  mnÛ2b=:B  G.  On  a déjà 

nom- 
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nommé  jc  la  ligne  CP.  Or  l’Ordonnée  MK  lui 
eft  égale , qui  Fera  ainfi  x.  La  ligne  PMordonv 
née  au  grand  Axe  a été  nommée  y.  Ainfi  CK, 
qui  lui  eit  égale , eft  aufli  y ; partant  -—y  — B K. 

quarrédu  grand  Axe  Âa  ou  2 eft  4 Celui 

du  petit  Axe  B G ou  2 ^ , eft  4 ^ V oilà  donc 

ce  qu’il  faut  démontrer  , 

XX.  hb —yy::  ^dd. 

Selon  le  troifieme  Théorème  , 


yy.  dd—xx::  dd  — ^g.  dd. 

Par  le  quatrième  hb'=^dd — Mettant  donc 
en  la  place  de  dd^ggy  vient 
y\'.  dd  — XX'.'.  b b.  dd. 

Donc  y y.  dd—xx::  â^bb.  4 ;&  multi- 
pliant les  extrêmes  &les  moyens,l’on  aura \ddyy 
— 4 bbdd  — 4 bbxx , OU  4 bbxx  ~ 4 bbdd—\  ddyy  ; 
& rqjpettant  cette  égalité  en  proportion , l’on 
aura  enfin  xx.  bb  — yy::  â^dd.  ^bb 


THEOREME  VL 


Le  Paramétré  e/l  au  diamètre  comme  le  quarri 
de  fon  Ordonnée  ejl  au  reSiangîe  fait  des  par- 
ties de  ce  diamètre  prifes  depuis  la  rencontre  de 
cette  Ordonnée.  Même  Figure. 


moitié  du  grand  diamètre  Aa^été  nom- 
me ^ celle  du  petit, BC'i  Ainfi  BG==2b. 
Soit  le  Paramétré  nommé  a;  il  faut,  félon  fa 

Définition,  que2i.  2b::  2b.  a\  Donc 


t)U^-=  a,  & multipliant  les  deux  membres 
de  cette  Equation  par  «/^viendra  2bbznadi^ 

^ Ht  2lt  ^ X»t  I*  Ht  54*  ^ ^ 3«  Ht  5 1* 
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divifant  par  2 , on  aura  bbzz\ad.  On  a vu  ci- 

delTus  par  les  Théorèmes  trois  & quatre , qug 

yy.  dd  — XX  XI  bb.  dd. 

Mettant  ^ en  la  place  de  bb^  on  aura^y.  dd 
—XXX  X \ ad.  dd.  Divifant  chaque  terme  de 
la  raifon  de  4 «4  \ dd  par^^,  vient  ^ <*,  d\ 
& les  multipliant  par  2 vienta,  2«^;  ainfi  y y. 
dd—xxx  : a.  2 /,  ou  a.  2dx  x yy.  dd—xx, 
qui  eft  ce  qu’il  faUoit  prouver. 

THEOREME  VII. 


/iw  quarrez  des  Ordonnées  font  entre  eux , c$m~ 
me  les  reélangles  des  parties  de  l*  Axe  faites 
par  la  rencontre  de  ces  mêmes  Ordonnés. 

y ^ m font  deux  differentes  Ordonnées,  & 
n une  autre  partie  que  PC.  Par  le  précédent 
Théorème , 


a. 


yy.  dd  — XX. 

zdx  X 

mm.  dd—nn. 


« 


Donc^y.  mmx  X dd—xx.  dd—nn \ ce qu’H  fal- 
loir prouver. 

Theoreme  VIII. 


Z,a  Seéiion  Conique  qu'on  nomme  Ellipfe , ejl  la 
même  C ourbe  que  celte  qu'on  vient  de' définir 
y de  décrire. 

Soit  coupé  le  Cône  mon  pur  un  plan  qui 
fafle  un  ande  oblique  avec  fon  Axe , & qui 
coupe  fes  deux  côtez.  La  Seftion  DMAL>  ^ 
qui  efl:  une  Ellipfe,  fera  la  même  ligne  que 
celle  dont  on  vient  de  montrer  les  proprie- 
tez.' 

Soienc 
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O 


Soient  imaginez  les  deux  cercles  parallèles 
EM  G RH  y dont  les  diamètres  coupent 

celui  de  la  courbe  Z),  quelle  qu’elle  foit, 
en  / & en  f.  Si  l’on  mene,  des  points 
oîi  ces  cercles  coupent  cette  courbe , des  li- 
gnes droites  aux  points  / & f ; il  eft  évident 
que  ces  lignes  feront  des  Ordonnées  commu- 
nes aux  cercles  & à la  courbe  DM  AD , d’au- 
tant que  Rq  elV  perpendiculaire  tant  fur  HG 
que  fur  A D y étant  la  commune  Sedliondu 
plan  du  cercle  & de  l’Ellipfe , qui  par  la  conf- 
truélion  coupent  celui  du  triangle  à angles 
droits.  Il  en  eil  de  même  de  MI. 

.Les  triangles & yf/Efont  femblables» 
donc  Atj.  FI:  : Aq.  AI.  Les  triangles  Dhl 
& DGq  font  aulîi  femblables  ; donc  G q. 

T3  , , El 

♦ L,  J.  M.  J*.  &•  zo. 


I 
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El:  : fD.  ID.  Multipliant  chaque  terne  de 

la  première  proportion  par  le  terme  qui  lui  ré- 


O 


pond  dans  la  fécondé,  les  produits  feront  en 
proportion  étant  compofez  de  raifons  égales 
Hq.  FI::  Âq.  Al, 

Gq.  El-::  Dq.DJ\ 

h\v\Ç\Hq  yt-Gq.  FIxEl:  : A qx  Dq.  l Ax  D /, 
à caufe  des  cercles  EM  Fée  G li  H , félon  lès 

Elémens  q R •=^  Hqy.qGy  & //M  =zFIx  lE: 

"DoneqR  . IM::  AqxDq.AIxîD.  Doncpar 
le  Théorème  précédent  cette  Ellipfe  DAMD 
eft  la  même  que  cette  ligne  dont  nous  avons  dé- 
montré les  proprietez,  & qui  par  conféouent  eft 
cette  SeéHon  Conique  qu’on  nomme  r Ellipfe. 

P U o- 

* L.|*«.77» 
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PROBLEME  III. 

D certre  une  Ellipfe  par  un  mouvement  continu. 

V. 

Soient  donnez  ces  deux  points  H &.  F com- 
me foyers  d’une  Ellipfe,  & la  ligne  LK  comme 
le  grand  axe  ou  grand  diaraetre.  Pour  décrire 


cette  ligne , l’on  prendra  un  fil  dont  la  1 ongueur 
fera  égale  au  grand  diamètre  de  l’Ellipie,  & 
l’attachant  fixe  par  fes  extrémitez  aux  deux 
points  H&.  7,  on  conduira  à la  main  une  pointe  , 
mobile  qui  laifle  une  trace  en  tournant  autour 
de  77  & de  F.  Cette  trace  fera  une  Ellipfe  ; ce 
qu’il  faut  démontrer. 

Par  la  conüruélion  de  cette  courbe  quelle 
qu’elle  foit,  les  deux  lignes  HE  à.  El  prifes 
cnfemble , font  égales  au  grand  axe  K L ; 
ainfi  il  n’efl:  queftion  que  de  prouver  que 
l’Ellipfe  dont  nous  avons  parlé,  a cette  pro-- 
prieté.  -i 

Soit  une  Ellipfe  Géométrique , dont  Aa  eft 

T 4 lé 


|8* 
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3e  grand  diamètre , F 
& / font  les  foyers. 

Il  faut  démontrer 
que  b M M f 
•zz  A a. 

Soit  prolongé  le 
diamètre  A a àe.  part 
& d’autre,  de  forte 
que  AD.  Ab\  ou- 
A X w p.  q ^ & de 
même  at.  afx  : p. 
q , & qu’ainfi  a t 
= AD. 

Soit  menée  par-< 
une  parallèle  kDE. 

Les  rapports  de  FM 
k P D font  les  mê- 
mes que/iïf  k Pt.  -Par  la  Définition, 

FM.  PD  { ... 

fM.Pt  Ç H- P'-- AX.  AD. 

On  a prouvé'que  Ff.  A a : : AX.  AD  *; 

DoncFf-i-2AX.Aa~+2AD::  AX.AD, 
Or  Ff-+ 2 A Xzz  A a,  & Aa-\-2AD^Dt. 
Donc  A a.  Dt::  A X.  AD. 

FM-\-fM.  PD-^Pt. 

AX.  AD. 

Aa.  Dt. 

Donc  FM--+fM.  PD-+Pt:  \ A a.  Dt. 

' F D— P P tz2  Dt\  donc  F M—\-fM 

"sz  A a:  et  qu’il  falloit  prouver. 

R £ M A H QUE. 

CPtfl  de  cette  maniéré  que  les  'Jardiniers  tra- 
ient les  EUipfes , aujji  nommées  pour  cela  , Ovale 
du  Jardinier.  Èt  lorfju'on  a les  deux  diamètres 

don- 


? Tbétrâmt  x. 
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donnez,  fe^  coupant  à angles  droits^  il  faut  pour  en 
trouver  les  foyers  H ^ I,  Fig.  de  la  p.  439. 
de  ^ ou  de  Q extrémitez  dst  petit  Diamètre 
me  centres , Ç5’  de  l'intervalle  ALo«  AK  ^de'crire 
une  portion  de  cercle  coupant  L K H Ô’  1 
f oient  lefdits  foyers,  comme  il  e[i  évident  par  ce 
Prohlime. 

PROBLEME  IV. 

Une  Ellipfe  étant  donnée  , mener  d'un  de  Jet 
points  quelconque  M une  tangente  M T’.- 
Soienc  menées  de  ce  point  M aux  deux 
foyers  is/,les  deux  lignes  M FyMf  ; &Toit  pro- 
longée/^ l^jufques  en  £,en  forte  que  ME:=:MF. 
Soit  menée  la  ligne  Siondivife  cette  ligne 
£Fen  deux  parties  égales  par  la  ligne  MT,lo. 
dis  que  MT  fera  une  Touchante. 


Soit  pris  fur  cette  Touchante  un  antre  point 
Z),d’oh  l’on  mènera  les  lignes  DE  & Z>Fqui 
feront  égales  * , puifque  MT cft  perpendiculai- 


re fur  E F.  11  faut  aulîî  du 
gne  0/.  Or/A)—f  Z)Êefti 
— H Af  £ ; par  conléquent  pl 
car  par  la  conftruélion  M F ME\  donc  ce 

T J point 

t.H.  Sti  ' 


point  D mener  la  li-* 
plus  grande  que/ M 
us  c\\XQ  f M —>r  M F‘. 
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point  D ne  peut  être  un  de  ceux  de  l’Ellipfe  , 
qui  a cetteproprieté  par  le  précédent  Tliéoré- 
me,  que  fi  Z)  étoitun  de  ces  points,  fD-\-DF 
=2fM  MF.  La  ligne  DT  ne  rencontre 
donc  rEIlipfe , qu’au  point  M. 

Corollaire. 

Il  efi  évident  que  7»  A M B repréfente  la  SeSlio» 
a un  Miroir  Elliptique , ^ f M fait  un  rayon 
incident , il  fe  réfléchira  en  F. 

Car  l’angle  d’incidence /Af  5 eft  égal  à l’an- 
gle de  réflexion  FM  T ; puifquc  l’angle  S Mf 
eft  égal  à EMT  *,qui  eft  égal  à TMF.  Ainîi 
tous  les  rayons  qui  partiront  de/,  &quitom- 
-beront  fur  la  furface  concave  de  ce  Miroir , fe 
réuniront  au  point  réciproquement  s’ils 
partent  du  point  F,  ils  fe  réuniront  au  point/: 
Et  c’eft  pour  cette  raifon  qu’on  appelle  ces 
points  les  foyers. 


: Cha- 

L.  X.  H 2K 
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Chapitre  IV. 

De  l'Hyperbole , ou  de  la  ligne  qui  repréfente  la 
Seélton  d'un  Cône  coupé  par  un  plan  parallèle 
à fon  axe , ou  même  de  maniéré  que  coupant  un 
feul  côté  dudit  Cône  y il  puijfe  auffi  couper  l'au- 
tre étant  prolongé  au-deffus  de  fon  fommet. 

Définition  I. 

Soit  D E 'une  ligne  droite  prife  pour  direélri- 
ce  F un  point  hors  de  cette  ligne . La  li- 
gne E D ^ perfendàculaire  fur  D E . Si  on  di- 


U E B 


vi/è  F J)  au  point  A,  félon  la  raifin  de  p a q 
( on  fuppofe  ici  que  p e(l  plus  petit  que  q ) Ç5*  ‘ 

T 6 * qu'on 
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qu'on  trace  une  courbe  de  laquelle  Ojant  me  ni  des 
'perpendiculaires  à DE  comme  EM, y <T autres 
lignes  à F comme  FM , telles  que  EM  fois  «MF 
comme  p à q , cette  ligne  fe  nomme  Hyperbole  ; 
parce  que  l'on  démontre  qu'elle  a les  mêmes  prt~ 
prietez  que  là  Seâion  Conique  de  ce  nom^ 

PROBLEME  I. 

Trouver  tous  les  points  par  lefquels  paffe  cette 
Courbe, 

Je  raene  A X parallèle  à DE , & égale  à FA  , ' 
& je  tire  une  ligne  indéfinie  de  part  & d’autre 
par  les  points  Z)  & A'.  Après  quoi  menant  libre- 
ment tant  de  parallèles  qu’on  voudra  k DEy 
comme  P 0 ; pour  trouver  le  point  de  cette 
ligne  P 0 par  oü  palTe  la  Courbe,  je  fais  un 
cercle  de /'  comme  centre,  & de  l’intervalle 
PJ).  Le  point  Æy  oli  ce  cercle  coupe  PO , fe- 
ra le  point  que  l’on  cherche; car  les  triangles 
DAX  & DPU  étant  femblables,  PO.  PD  AX. 
AD'.:  f • Or  par  la  conflruèlion  P 0 = FM. 

iü  P D=.  EM  :Dox\c  FM.  EM::  q.p.  Le  point 
Ztf  efl:  donc  dans  l’hyperbole  par  laDéfinftion 
précédente, 

’ P R ,0  B L E M E IL  ^ 

Trouver  le  fommet  dCune  femblable  Courbe  y qui 
lui  foit  oppofée. 

' Enconfîderant  lesproprietez  decettecour- 
be , on  peut  la  comparer  avec  une  autre  courbe 
oppofée  toute  femblable,  dont  on  trouve  le 
fommet  par  cette  pratique.  On  fait  (ur  FD  l’an- 
gle D Fx  de  45  degrez , & du  point  x oii  Fx 
coupe  la  ligne  indéfinie  XD , on  mene  une  per- 
pendiculaire fur  tf.  Le  point  a fur  lequel  tom- 
be ’ 


aux  Serions  Coniques.  Ch  '.  IV.  44^? 

bc  cette  perpendiculaire , fera  un  des  points  de 
la  Courbe; car  Fax  étant  ifofcele,  ax-=zaF. 


Par  la  conftvuftion , les  triangles  xDa&,ADX 
font  femblables  ; donc  aD.  ax  oiiaF:  : DA. 
AX  ou  AF.  Ainfî  aD.  a F\'.  DA.  AF:  : p.q: 
T>oncaD.  aF:  : p.  f.  Ainfile  point  a fera  celui 
d’une  Courbe  oppofée  & femblable , ayant  pris 
faz=.  FA , pour  avoir  le  Foyer/,  félon  la  Dé- 
finition fuivantc. 

1 

Définition  II. 

• La  ligne  Aa  s'appelle  Axe  traverfant  on  Axe 
prolongé.  Le  point  C f«/  tüvife  en  deux  P Axe 
. traverfant , fe  nomme  le  Centre. 

Si  l'on  mene  par  C une  perpendiculaire  B B, 
dont  la  grandeur  ejl  déterminée  par  un  cercle  dé- 

7 ' , crit 
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erit  du  point  A ^ de  ^intervalle  CF , cette  l^nc 
BB  fe  nomme  /’Axe  conjugué. 

Les  points  F ^ f font  les  Foyers. 

Les  perpendiculaires  menées  d'un  des  points 
des  Courbes  Jur  un  des 'Axes  ^ font  les  Ordon- 
nées. 

Les  Abfcifles  font  les  parties  de  ces  Axes  prifes 
depuis  leur  origine  jufju'à  la  rencontre  des  Or- 
données. 

Quelquefois  leur  origine  efl  au  centre quel-  ' 
quel  ois  au  fommet  des  Hyperboles . 

La  trotfieme  proportionnelle  aux  deux  Axes 
efl  appellée  Paramétré  du  premier  de  la  propor- 
tion. 

Theoreme  I. 

U Axe  traverfant  A a ^ F f , intervalle  des 

Foyers  , comme  p « q. 

Dax  & DAX  font  deux  triangles  femblables  : 
figure  précéd.  Donc //A.'  ax::  AD.  Da.  Or 
A Xz=  fiF&.  ax=zaF:  Donc  A F.  aF  ::  A ü.. 
Da.  Donc  componendo  A ü —fDa.  AD'.:  AF 
— Fa.  A F.  Mais  .i  F —{■  Fa  = ÎFf:  car  AF 
s=  qf6i  AD  — f-  DacdAa.  Donc  Am.  AD  : : Ff. 
AF  y 6t  Aa.  Ff'.  : hD.  AF.  Or  AD.  ÂFy  ou 
AX::  p.  q'y  Donc  A a.  Ff’.:  p.  ce  qu’il 
falloir  prouver.  ' ••  • • • - 

Theoreme  II. 

C D ^ une  troijieme  proportionnelle  m C.  A ^ 

C E.  figure  précédente. 

Puifque  les  Touts  font  aux Touts,  comme 
les  Moitiez  font  aux  Moitiez,  que  CFeftla 
moitié  de  Ff  y & C ell  la  moitié  de  A a: 
donc  Ff.  A a::  C F.  C A ::  AX.  AD  : donc 
CF.  CA::  0F-- A X on  AF.  C m—AD.  Or 

CF. 
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CF^AF:=iC  A,^CA-^AD=:CD.  Donc 
CF.  CA:  : CA.  CD',  ce  qu’il  falloit  prouver. 

THEOREME  III. 

Le  quarré  d'une  Ordonnée  quelconque  PM 
té  axe  Aa  traverÇant , eft  au  reÜangle  de  h.? 

X P a parties  de  cet  axe , comme  le  reétangle 
AF  xF  a ^ quarré  C A o«  C a. 

Soit  CAcsd,  l’Ordonnée  FM  , CP  ' 
mx,  &iCt—g‘,  donc  figure  précéd.  lorfque 
P ell  au-deffous  ou  au-deflus  du  point  F,  P F 
zzx  — ous:  — ff-  L’on  aura  donc  D P = x 

car  par  le  Théorème  précédent  CD 

£ 

= - . Mais  par  la  conftruétion  & par  le  Théo- 
rème premier  » d.  g::x  — ^ . MF',  Donc 

/T—  i *.  Si  le  point  P étoit  au-deiïus 
d 

du  point  a,  alors  on  trouveroit  AZFs= 

.—1”  d. 

— -4 

Il  faut  donc  prouver  que^y  ou  PM  . xx 
.^dd, oü  A Py.Pa::  gg  — dd, ou  AFx  l'a. 

dd,  ou  CA  , ou  Ca  ',  ce  qui  eft  facile  : car  à 

caufe  du  triangle  reètangleAfPF,  PM  ^zzfM. 

— Pt\,  c’eft-à-dire , en  termes  analytiques, 
y y _ ttÿ. —XX  —gg  H-  ou  en  multipliant 

de  part  & d’autre  par  <^;on  aurz  yydd=ggxx 

— ddxx  —ggdd—>r  d* , & remettant  les  termes' 

qui 
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qui  compofent  cette  égalité  en  proportion,  oa 
trouvera xx—dd:  : gg^ad.  dd^  ce  qu’il 
falloir  démontrer. 

Theoreme  IV. 

\ 

Le  quarré  d'une  Ordonnée  quelconque  P M <i 
l'axe  Aa  ejl  au  reHangle  des  parties  de  cet  axe , 
-/avoir  à A P x P a,  comme  le  quarré  de  l'axe 
conjugué  Q'Q  eft  au  quarré  de  l'autre  axe  A a. 
Même  figure. 

Concevons  un  triangle  reftangle  dBC  ; félon 
la  Définition  de  l’axe  conjugué , dB  =:FC,  on 
a fuppofé  AC zsgy  Ql  A Cz=d\  fuppofons  BC 
sz  h.  Donc  ABC  étant  reftangle  AB  —g  ; 

il  faut  que  bb~gg-^  dd*.  Or  par  le  Théorème 
précédent, ^7.  xx  — dd:  : gg  — dd^  ou  bb. 
dd.  Multipliant  bb  ^dd.  par  4,  ils  demeurent 
en  même  raifon  f.  Donc  w.  xx—dd:  : ^bb.i^dd. 
Or  AFxParzx x — dd.  l5onc  le  quarré  dcy^» 
ell; au reftangle  AP xPa^  comme  ^bb , quarré 
de  l’axe  conjugué  fl  ü ou  2 ^ , eft  au  quarré  4 dd 
de  l’autre  axe  A a égal  k zd. 

Theoreme  V. 

Le  Paramétré  eft  au  diamètre  comme  le  quarré 
dune  Ordonnée  quelconque^  eft  au  rectangle 
des  parties  de  cet  axe  faites  pas  la  rencontre 
de  cette  Ordonnée. 

Soit  confervée  la  même  dénomination  des 
parties  que  ci-devant  & même  figure,  & m 
foit  le  Paramétré  de  l’axe  Aa,  lequel  par  fa 
Définition  eft  une  troifieme  proportionnelle 
auxditsaxes;ainfi-^>«.2è.  zd.  Mais  à caufe 
de  cette  prOTortion  on  aura?»,  zd:  '.^bb.c^ddf 
Or  par  le  Théorème  précédent,  4 eft  à 4 
comme  le  quarré^y  de  l’Ordonnée  eft  k xx—dd 

reélan^ 

^ f Zf.  9.54*  4 J.  Ht  $^t  * 
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reftangle  des  parties  de  l’axe;  donc  w.  id‘.  : yy. 
XX— dd^  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Theoreme  VI. 

Les  quarrez  des  Ordonnées  font  entre  eux  comme 
les  reél angles  des  parties  de  cet  axe  , faites 
par  la  rencontre  de  ces  mêmes  Ordonnées. 

Ce  qui  ell  évident , puifque  dans  quelque  en- 
droit que  fe  trouve  le  point  P,  le  paramétré  m 
efl:  au  diamètre  2 d^  comme  ^^quarréde  l’Or- 
donnée eft  au  reétangle  xx  — ddiOn  A P i<  P a 
fait  des  parties  de  cet  axe  déterminées  par  l’Or- 
donnée. 

Theoremé  VII. 

Cette  SeStion  Conique  qu'on  nomme  Hyperbole,  ' 
efl  la  même  Courbe  ^ que  celle  qu'on  vient  de 
décrire.  ^ " -, 


Soit«*  0 » un  Cône  coupé  par  un  plan,  qui 

ren- 
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prolongé  au-deflusi  du  foipmet  0.  Cette  Seélion 
4}  A R fera  la  Goui|be  dont  on  vient  de  parler, 
ou  cette  Courbe  eft  véritablement  cette  Sec- 
tion du  Cône  qui  s’appelle  Hyperbole. 

Soit  imaginé  un  cercle  DME  parallèle  à mejH  , 
celui  de  la  bafe.  Leurs  diamètres  coupent  l’axe 
de  l’Hyperbole  aux  points  P&F.Les  lignesMP 
& r<f  lont  perpendiculaires  fur  ces  diamètres 
aulîl-bien  que  fur  l’axe  AF*  y d’autant  qu’elles 
font  les  communes  Seftions  de  deux  plans  per- 
pendiculaires à celui  du  triangle  ; par  confé- 
quent  elles  font  des  Ordonnées  tant  du  cercle 

que  de  la  Courbe  DME.  Or  MF  = DPxPE,à: 

Fq  = wFx  »Ff.  Il  faut  démontrer  que  MP  , ou 

DP 

* 30-&10.  \ 
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DPxP£eft  ou  à fa  valeur  ?«Fx  »F,  . 

comme  ÀP  x P B eHk  ÂF  x FB. 

Les  deux  triangles  D A P &.mA  t fontfem- 
blables.  Les  deux  triangles  »,  ^ PB  L 
font  ïemblables.  Donc 

mF.  DP  ::  FA,  PA. 

»F.  PE  ::  F B.  PB. 

Multipliant  chaque  terme  de  la  première  pro- 
portion par  le  terme  qui  lui  répond  dans  la  fer 
conde,  les  produits  feront  en  proportion,  é- 
tant  des  rcftangles  dont  les  raifons  compo- 
iees  des  côtez , font  femblablcs  *. 

DP  xPE.mb  xntw  AP  xPB.AFxFB. 

Donc  puifque  M P =:  D P x F Ef&Fq  =:  - 
mF  X n F. 

MP  . Fq::  AP  X PB.  AF  x FB  *,  ce 
qu’il  falloit  prouver. 

- Avertissemen  t. 

Si  Pon  prolonge  le  côté  du  Cône  ^ enforte  que 
P on  imagine  un  autre  Cône  oppofé  par  le  fommet 
à celui-ci , il  ejt  clair  que  Ji  Pon  continue  le  plan 
coupant  , il  formera  dans  cet  autre  Cône  une 
Seélion  femblahley  qui  fera  l'Hyperbole  oppofée. 

PROBLEME  III. 

Décrire  l'Hyperbole  par  un  mouvement  continu* 

Soit  A MX  une  hyperbole  , figure  fui  vante. 
A eft  fon  fommet , & F fon  foyer.  B dl  le 
fommet  de  fon  hyperbole  oppofée,  qui  a / 
pour  foyer-  On  peut  concevoir  que  cette 
hyperbole  a été  décrite , ou  qu’elle  le  peut 
être  de  cette  maniéré. 

La 
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La  ligne  Cf  coupe  l’hyperbole  /I  MX  zâ* 
point  M.  Confiderons  cette  ligne  Cf , com- 
me une  règle  au  bout  de  laquelle  efl:  attachée  ' 
une  corde  dont  l’autre  extrémité  eft  attachée 
au  foyer  F.  Cette  règle  efl;  fixe  par  fon  autre 
bout  au  foyer  de  l’hyperbole  oppofée,  au 
tour  duquel  point/  elle  peut  tourner. 

Concevons  cette  règle  dans  une  première 
lituation , couchée  fur  yf  S , & la  corde  de 
telle  longueur  que  M convient  alors  avec  À. 
Mettons  le  doigt  au  point  /f  ou  M,  de  lais- 
fons-le  couler  vers  X en  fajfant  tourner  la  rè- 
gle ; mais  tenant  toujours  Ta  corde  jointe  & 
comme  colée  contre  la  règle.  A mefure  que 
la  règle  tournera , le  doigt  confideré  comme 
une  pointe,  décrira  l’hyperbole  A MX. 

C O- 
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Corollaire  I. 

De  tette  conftruéiion  il  s^infuit , qu'ayant  ntenî  if 
thaque  point  de  P Hyperbole  deux  lignes  droites 
aux  deux  foyers  F ^ f , la  différence  de  ces 
• deux  lignes  fera  toujours  la  même. 

Dans  la  première  ütuation  o\xM  eftfur/^, 
la  règle  fur  A B on  fur  F/,  il  efl:  évident  que 
la  différence  de  Mf  zvocMFy  c’efl-à-dire,  Mf 
— MF,  efl:  AB  i puifque  FA  =fB  ; cette  dif- 
férence efl  toujours  la  même  dans  les  autres  fî- 
tuations.  Car  à mefure  que  la  règle  tourne,  & 
que  le  doigt  coule , la  corde  MF&  la  partie  de 
la  règle  A//s’alongent  également.  Ainfi  ces  deux 
grandeurs  confervent  une  même  différence. 

Corollaire  II. 

Une  hyperbole  fe  peut  étendre  ou  être  continuée 
m l'infini. 

Car  fi  on  prolonge  à l’infini  la  règle  C/,  & 
en  même  tems  la  corde  M C , en  failant  tour- 
ner la  règle , & continuant  de  preffer  la  cor- 
de comme  ci-delTus , on  prolongera  l’hyper- 
bole fans  fin.  Il  efl:  évident  que  le  point  M 
s’éloignera  de  plus  en  plus  du  foyer  F,  à me- 
fure que  la  règle  fC  tournera. 

Avertissement. 

L'hyperbole  étant  prolongée  ^ continuée  2 
l'infini  comme  on  vient  de  le  Sre^  elle  s'appro- 
che de  plus  en  plus  d'une  certaine  ligne  droite , 
fans  jamais  ta  rencontrer  ; ce  qui  fart  qu'on  nom- 
me cette  ligne  droite  i'afymptote  de  l'hyperbole. 
Ce  nom  qui  efi  Grec , marque  cette  propriété. 

PROBLEME  IV. 

D'un  point  quelconque  d'une  Hyperbole^  me- 
ner la  touchante  M T. 

Soient  A^B  deux  hyperboles  oppofées.On 

a me- 


'4^4  IntroduBîon 

a mené  du  point  donné  M aux  foyers  F&/ 
les  lignes  MF,  Mf,  & divifé  l’angle  FM  feu 
deux  parties  égales  par  la  ligne  MT  ; je  dis 
que  cette  ligne  eft  touchante  ou  tangente. 


Soit  pris  M E égale  à 31  F.  Soient  encore 
d’un  point  quelconque  D dans  la  tangente 
MT  menées  les  lignes  D F,  ü f&  D E.  Les 
triangles  MF  N SlMEN  feront  égauxicom- 
me  auiVi  ND  F & ND  E. 

Il  s’agit  de  prouver  que  le  point  D qui  efl 
dans  la  tangente  T,  n’efl:  point  dans  l’hy- 
perbole ; & qu’ainfi  cette  tangente  ne  la  tou- 
che point,  ou  ne  la  rencontre  point  en  D. 

Si  D étoit  dans  l’hyperbole , Df — D F=  31  f 
— illF,  par  le  Corollaire  précédent.  Or  cela  , 

n’eft  ' 
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n’eftpas;cari^/£  étant  pris  égale  à MF,  donc 
Mf-^MF'=Ef.  Et  puifque  DE  di  égale  à 
D F,  donc  D f =£/-H-  D K Mais  dans  le  trian- 
gle D Ef,  les  côtez  DE  Sa  Ef  pris  enfemble, 
lont  plus  grands  que  le  côté  Df',  donc  D E 
lurpaire  D F-,  donc  le  point  D n’eft  point  un 
de  ceux  de  l’hyperbole  ; ce  que  Ton  peut  dire 
de  tout  autre  ;^oint  de  la  ligneiM'T',  autre  que 
M pris  au-delTus  ou  au-delTous  de  M ; donc 
cette  ligne  MT  ne  rencontre  l’hyperbole 
qu’en  un  point,  dont  elle  eft  touchante. 

Corollaire. 

Si  la  Courbe  AM  repréfente  U Seélion  d'un 
Miroir  hyperbolique  , que  CM  Joit  un 
rayon  incident  qui  tombe  fur  la  furface  concave 
de  ce  Miroir  au  point  M , partant  de  Q,  ^ 
tendant  vers  te  foyer  f de  PHyperbote  oppofée  , 
il  fe  réfléchira  en  F. 

L’angle  D MC  eft  égal  à l’angle  EMN, 
égal  par  la  conftruétion  à iVM/';ainfî  D MC 
eft  égal  à NM  F.  L’angle  d’incidence  C MD 
étant  donc  égal  à l’angle  de  réflexion  F MT, 
le  rayon  C M réfléchira  en  Fau  foyer  de  l’hy- 
perbole. Ce  que  l’on  doit  entendre  de  tout 
autre  rayon  incident:  Et  c’eft  pour  cela  qu’on 
a nommé  les  points  F ôcf,  les  Foyers. 

CE  s Courbes  ont  un  prand  nombre  dP autres 
proprietez,  que  P on  peut  voir  dans  Pex- 
cellent' Traité  des  SeSiions  Coniques,  de  défunt 
Monfleur  le  Marquis  de  P Hôpital. 

F 1 N. 
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TABLE 

DES  PROPOSITIONS 

des  Elémens  d’Euclide,avec  les  lieux  où  el- 
les fe  trouvent  dans  cet  Ouvrage.  Le  pre- 
mier chifire  marque  les  Propofitions  d’Eucli- 
de.  Le  fécond,  qui  un  eft  chiffre  Romain,  in- 
dique le  Livre  de  cet  Ouvrage  où  elles  fe 
trouvent.  Et  le  troifieme , dans  quel  nom- 
bre de  ce  Livre.  Les  VII.  VIII.  & IX.  Li- 
vres d’Euclide  ne  regardent  que  les  nom- 
bres , dont  il  ne  s’agit  pas  dans  la  Géomé- 
trie. On  ne  les  cite  prelque  jamais,  non  ^ 
plus  que  le  X.  Livre  ; ainli  on  n’a  pas  cru 
qu’il  fût  utile  de  rapporter  les  Propofitions  . 
de  ces  Livres,  comme  on  l’a  dit  ailleurs. 
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CATALOGUE 

DES 

LIVRES  NOUVEAUX 

*ùe  Mathématifue  Ç*f  de  Phyjïÿw , 

Qui  fe  trouvent  à A M « t e R®  a m > 
cauffc  - ' 

PIERRE  M O R T I E R. 

A.  V * ■ ' 

A Rrfegë  at  Mathématique  “ppur  TUfage  de 
SaMajefté  Impénale  de  Ruffie,  btoI 
8.  P'etersbourg  1728- 

Analyfe  des  Infiniment  Petits,  par  Mr.  de 
• rElôpital,  4.  Paris  1716; 

L’Arithmétique  par  Tarif,  par  Mirabaud,  4. 
2 vol.  1722. 

— Nouvelle  d’une  Méthode  très  facile  par 
fes  Abrégez  & par  la  fupreflion  des  parties 
Aliquotesjpar  Monier  de  Clairecombe,  12. 
Paris  1719. 

Art  de  Tourner,  ou  de  faire  en  perfeébion 
toutes  fortes  d’ouvrages  au  tour,  enrichi 
de  près  de  quatre-vingts  planches  en  taille 
douce,  par  Charles  Plumier,  fol.  Paris. 


C. 

C Aïeuls  d’ufage'  pour  trouver  prompte- 
ment les  Poids  & lesMefures  ïuivant 
leur  prix,  8.  Paris  J72(î. 


CATALOGUE. 

liA'Chrenoloffle  des  Anciens  Royaumes  çbi*- 
rigée,  traduite  de  l’Anglois  du  CRev.  I.- 
mwto»,  4.  Rîiris  1728. 

Commentaires  fur  l’Analyfe  des  Infiniment 
petits  par  Croufaz,  4.  ng. 

fur  U Géométrie  de  Defçartes,  parle 
Pere  Rabuel.  4.  1730. 

Commerce  rendu  facile,  ou  rArithmetîquç 
Univerfelle  débarralfée  des  parties  no- 
tes, par  Clairecombe.  4.  Haye  1723.  . • 

Communes  Mefures  & Racines  communes,par  ' 
le  Sr.  Tanegùy  le  Fevre,  8.  Paris  1714. 

Cours  de  Mathématiques  par  Ozanam.  8.  Pa- 
ris 4 vol.  1693^ 

— d’Architedure  par  Blondel,  folio. 

qui  comprend  les  Ordres  de  Vignolc, 
par  Davilcr,  4.  1730. 

de  Mathématique , par  Blondel  3 4*  2 
‘ voh  1699.  âvecng. 

Nouveaux  de.  Mathématiques  h l’ufage 
de  Artillerie  & du  Génie,  parBelidor,  4.  ' 

Paris,  1725.  fig. 

de  Phyûque  par  Hartfoeker,  ra.  avec 
fig.  1730. 

D. 

DEfcription  abrégée  d’une  Horloge  d’une 
nouvelle  invention,  pour  la  jufte  me-  ' 
fure  du  tems  fur  Mer , avec  le  Jugement  de 
• l’Académie  Royale  des  Sciences , de  une 
Diflertation  fur  la  nature  des  Tentatives, 
par  Sully.  4.  Paris  1726. 

Diftionaire  de  l’Academie  Françoife,  fol.*  * • 
vol.  fec.  Ed.  Paris. 

de  Marine  , contenant  les  termes  de  * 

V 3- 
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CATALOGUE. 

la  Navigation  & de  l’Architeaure  Navale,  4i,. 
avec  fig.  1 7 

Diftionaire  des  Arts  &-des  Sciences j de  M. 
D.  C,  de  l’Académie  Françoife  , Nouvî 
Edition , revue , corrigée  & augmentée  par 
MM.  de  l’Académie  Royale  des  Sciences, 
fol.  a vol,  Paris  173a.. 

—7-  Mathématique  d’Oianam , 4.  fig. 
I)ifcours  touchant  le  point  de  Vue,  par  Lee 
Clerc,  12.  Paris  1679. 


E. 

* • 

EClairciffémens  fur  l’Analyfe  des  Infinr- 
ment  petits  du  Marq.  de  l’Hôpital,  par 
Varignon,  4.  fig.  Paris. 

Elémens  d’Euclide,  par  Dechales.  12.  Paris 
■1728. 

— de  Géométrie,  avec  un  Traité  des  Lo- 
garithmes, par  Mr.  de  Malezieu,  8-  Paris 
1722. 

i—  de  Mathématiques  par  Preftet , 4.  2 
vol. 

— - de  Géométrie,  ou  de  la  Mefurc  de  l’E- 
tendue, par  le  P.  Lamy,  12.  Açift-  1734. 
——  des  Mathématiques  , ou  Traité  de  la 
! ■ Grandeur  en  général,  par  le  R.  P.  B.  La- 
" my,  12.  Nouv.  Edition.  Amft.  1733. 
Entrétiens  Phyfiques  d’Arifte  & d’Eudosre, 
ou  Phvfique  nouv.  en  Dialogues  , par  le 
*.  Pere  Régnault.  12.  4 vol.  Amll.  avec  fig. 
1732.  & 1733* 

' Entretiens  fur  les  Sciences , dans  lefquels  on 
apprend  comme  l’on,  doit  étudier  les  Scien- 
< " . ' ces. 
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C A T A L;o'  C LT  Ef.  ^ - 

CCS  , & s’en  fervir  pour  fe  faire  l’Elprît- 
‘jüftc  & le  Cœur  droit,  par  le  Pcrc  Lamy, 

12.  1724. 

— fur  les  Vies  & les  Ouvrages  des  plus  ex- 
cellens  Peintres  & Architeftes  anciens  &' 
modernes,  par  Mr.  Felibien,  12.  6vol. 

Elfais  d’une  Nouv.  Théorie  de  la  Manœuvre 
des  Vaiflèaux,  par  Bernoulli,  8.  fTg.  * 

Etat  Militaire  de  l’Empire  Ottoman , fes  Pro- 
grès, & fa  Decadence,  en  François  & Ita- 
lien , par  le  Comte  ISfarfigli  , fol.  Haye 
1732.  avec  fig. 

Examen  des  Préjugez  Vulgaires , avec  les  Ele- 
mens  de  Metaphyfique,  parle  P.  Buffier, 

12.  Paris  1725. 

Exiftcnce  de  Dieu  démontrée  par  les  merveil- 
les de  la  Nature,  parNieuwenteyt,  /}.  1728. 

F.. 

Fondions  & principal  devoir  d’un OfEcîcf  , 
de  Cavalerie,  au^entées  des  Reflexions 
fur  l’Art  Militaire,  12.  Paris,  1726. 

des  Generaux,  ou  l’Art  de  conduire  une 

Armée,  parGrimarèt,  8.  aveefig.  Haye,- 
1710. 

Fortifications  de  Hartman,.  8.  fig. 

de  Landsbergen,  4. 

— — d’Ozanam,  8.  . * 

G. 

La  Géométrie  Pratique  par  Mr.  Mallet,- 
4 vol.  8.  avec  plus  de  500  fleures  en- 
V 4 Taü* 
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C A T 'A  L a G U E. 

Taille  douce,  Paris  1702. 

La  Géométrie  Pratique  de  le  Clerc,  12.  avec  fig. 
— — de  Mr.  Defcartes.  12. 

— ~ deMr.  de  Croufaz,  12.  2 vol.  fia 
Gnomoni^e  ühiverfelle , ou  Science  deTra- 
cer  les  Cadrans  Solaires  fur  toutes  fortes  de  • 
furfaces  tant  fiables  que,  mobiles,  8.  Pa^ 
lis,  1701* 


H. 


HArtfoeker  Conjeftures  Plryfrqaes , 4.  9 
vol.  & autres  œuvres. 

lÈftoire  Militaire  de  Louis  XIV.  par  leMarq. 

de  Quinci , 4.  7 vol,  fig. 

——  del’ Académie  appellée  l’Inflitut  des  Scien- 
ces & des  Arts,  établi  à Boulogne  en  171a. 
avec  les  Pièces  authentiques,'  d’oîi  l’on  a 
tiré  les  circonftances  de  ce  récit , 8. 

^ — de  la  Milice  Françoife,  par  le  Pere  Da- 
niel, 4.  2 vol.  fig. 

- de  l’Académie  Royale  des  Sciences , avec 
lés  Mémoires  de  Mathématique,  Phyfique 
&c.  tirés  dés  Regiftres  de  la  dite  Acadé- 
mie, jufqu’à  l’année  1730.  12. 

de  Polybe,  traduite  du  Grec  par  le  P. 

. Vincent  Thuillier , avec  un  Commentaire 
ou  un  Corps  de  Science  Militaire,  enrichi 
de  Notes  Critiques  & Hifloriques , oh  tou, 
tes  les  parties  de  la  Guerre,  Ibit  pourl’Of-. 
fenfive , foit  pour  la  Défenfîve , font  ex- 
pliquées, démontrées,  & repréfentées  en 
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catalogue: 

figures»  par  Mr.  te  Chevîdier  de  Folard,  4;. 

6 vol.  fig.  Amft.  1730. 

* — Le  méiae  Ouvrs^  fur  du  grand  papier,. 

6 4, 

I. 

INftrudtion  Nouv.  à.  la  Géoitietrie  Pratique, 
tirée  des  meilleurs  Auteurs , par  le  Che-  • 
valier  Daudet  12.  3 vol.  1730. 

Journal  des  Obfervations  Phyuques , Mathé- 
matiques & Botaniques , par  le  Pere  Feuil- 
lée,,  4.  fig. 

• • 

LEttres  Critiques  de  Monfîeur  Saurin  de 
l’Academie  R.  des  Sciences  à Mr.  ♦ * ♦ 
furie  Traité,  de  Mathématique  du  P.  Caüd*^ 

4.  Paris  1730. 

M; 

MAniere  de  bâtir  pour  toutes  fortes  de  ' 
j^rfonnes,  par  Pierre  le  Muet,  Ar- 
chiteae  du  Roi,  fol. 

Méchanique  ou  Statique  dont  le  projet  fut 
donné  par  Mr.  Vari^on,4»  2 vol.  avec  fig. 
Paris- 1723. 

Mémoires  d’Artillerie,  4.  2 vol.  avec  fig. 

— — fur  la  Guerre,oîi  l’on  a raflemblé  les  Maxi- 
mes les  plus  nécellàires  dans  les  Opera- 
tions de  l’Art  Militaire,  12.  Amft.  1731.  . 

— — de  l’Académie  Royale  des  Sciences,  con- 
tenue les  Ouvrages  adoptez  par  cette  Aca- 
demie  avant  fon  renouvellement  en  1699. 

V 5 J vol.  - 
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fivoI.  4.  enrichis  de  beaucoup  de  figure^  y- 
ave  1721. 

——  Les  volumes  fuivans  fous  preÏÏe. 

Méthode  pour  régler  les  Montres  & les  Pen- 
dules, par  Mr.  Sully,  12. Paris  17*8.  avecfig^ 

; — pour  la  Mefure  des  furfaces,par  Carré>. 
4.  avecfig.  Paris  1700. 

N. 

i 

Nouveau  Cours  de  Mathématique  par*. 
Bclidor,  4.  fig. 

JNouvelle  Mécanique  ou  Statique,  dont  le  * 
projet  fut  donné  par  Mr.  Varignon,  4.  a 
vol.  fig.  , 

O. 

OBrervations  fur  toutes  les  parties  de 
Phyfique,  12.  2 vol. 

' Mathématiques , Aftronomiques  & Géo- 
graphiques, parle  P.Souciet,4.  Paris  1729. 

• — idem  le  tome  2 & 3.  contenant  THiftoi- 
• re;  & un  Traité  de  l'Aftronomie  ChinoilW 
avec  des  Dîffertations  &c.  4.  Paris’. 

Oeuvres  de  Pardies,  12.'  1*725; 

• — Pofthumes  de  Rohault , 12.  2' vol. 

deDefcartes,  12.  13  vol. 

diverfes  de  Phyfique  & de  Méchanique 

de  Meflrs.  Perrault,  4.  2 vol. 

Ouvrages^  adoptés  de-  l’Académie  des  Scien-  - 
ces  , 4.  5 vol.  .1729.  & les  fuivans  fous 
. prcflTc.,  • ' 


catalogue: 


P. 

• 

PArallele  de  l’ArchiteftureAnticïue  & Mo*- 
deme,  fol.  Paris  avec  fig, 
de  l’Architefture  antique  & de  la  moder- 
ne, avec  un  Recueil  des  dix  principaux  Au- 
teurs , qui  ont  écrit  des  cinq  Ordres.  Plam 
ches  originales,  fol.  Paris,  fécondé  Edi- 
tion augmentée* 

Phyfio^ue  de  Rohauk,  8.  a vol.’ 

— Occulte , ou  Traité  de  la  Baguette  Di- 
vinatoire, 12.  2 vol.  1722. 

Pluralité  des  Mondes,  par  Huygens,  12.  fig; 

• Pratique  de  la  Mémoire  Artificielle, par  Buf- 
fier,  12.  2 vol.  Paris,  1727. 

Principes  de  la  Fortification  moderne,  8.  fig* 
de  l’Architeéhire,  de  la  Sculpture  & de  / 
kPeiacure,  parFelibien,  4.  Paris  1699* 

; R.  

REcherches  fur  les  Courbes  à double  Cour- 
bure,  4.  Paris  1731. 

Recréations  Mathématiques  , par  Ozanam, 

8*  4 vol.  fig. 

Recueil  de  plufieurs  Ouvrages  de  Mathéma-  * 
tiques  &c.  par  Mr.  de  Servicre,  4.  fig.  - 
— — des  Pièces , qui  ont  remporté  les  prix. 

de  l’Académie  des  Sciences , 4.  Paris. 

— — des  Lettres  au  fujet  des  Maléfices  &des 
Sortilèges,  par  Mr.  Boiflîer  12.  Paris  1731. 

• 
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CATALOGUE. 

S. 


C Cience  des  ïsgenieurs par  BeK(k»,r  4.  ' 
^ tome  premier.  Paris  1729V  avec  fie. 
i>€crets  coBccTBâiH:  les  Arcs  & les  Métiers* 
12.  4 vol. 

Sentimens  d’un  hmntne  de' Guerre  furleNou- 
' yçaiw  Syftême  du  Chevalier  deFolard.par 
^ D ***•  4-  Haye  1733.  avec  fig. 
ùpeOacle  de  la  Nature,  ou  Entretiens  fur  les 
Particularités  de  l’HiAoirç  Naturelle  12,- 
2 vol.  Utrecht  1733. 

Syftémc  Nouveau  du  Mkrocofiûe  narTymo- 
gue,  8.  1727.  ' 

T.- 

''T^Bintorier  parfait,  ou  iaftniaion  pour  la 

^ ^ Phyfique  par  Caüel,  12.  2 vol. 

»—  du  Mouvement  & de  la  Mefure  des  Eaux 
coulantes , par  Varignon , 4. 

de  la  Peinture  en  mignature,  pourapprea-- 
dre  aifémeot  à peindre  làns  maitre.  12. 

. de  la  Gonflruftion  des  Grands  Chemin» 
des  Ronwms  & des  Modernes,  8.  fig.  . 

>—  d Optique  par  Newton , traduit  deTAn- 
glois,  12. 

ÿ /Algèbre  par  Croufaz,  8.  fig. 

A ® Arehiteaure,  avec  des  Remarques  & 
des  Obfervations  très  utiles  par  Seb.le  Clerc, 
4-  Pans  1718. 

"*‘T  forces  mouvantes  pour  la  pratique 
des  Arts  <Sc  Métiers,  par  Camus,  8.  Paris 

Trai- 
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’l'raité  Analytique  des  SedtionsConiques,  par 

* le  Marq.  de  l’Hôpital , 4. 

— delà  Conftruftion  & des  principaux afa- 
ges  des  inftrumens  de  Mathéomiques , avec 
tes  %ures,  par  Ëion,  4. 

des  Métaux  & des  Minéraux,  par  Chatn- 
bon,  la.  Paris  1714.  ^ . 

•—  de  la  Grandeur  de  la  Terre,  parCalEni, 
14.  . ' 

— d’ Algèbre , ou  Principes  généraux  pour 
réfoudre  les  Queftions  de  Mathématiques, 
par  Rolle.  4.  Paris. 

— .de  l’incertitude  des  Sciences.  12.  1725. 

•—  des  Machines  «Sc  Inventions  extraordi- 
naires, par  Papin.  8-  Paris. 

— de  Pcrfpeôi^  pimtiqne,  avec  des  Re- 
marqua fur  l’ Architecture , par  Courton- 
ne.  fol.  Paris  '1725. 

• — d’HorlogerieJ)our  1«  Montres  & les  Pen- 
dules , avec  l’Hfiftoire  Ancienne  & Moder- 
ne de  PHorlogerie,  crad.  de  l’Anglois  dcMr. 
Derham , 12.  Par»  «731.  axec  ng. 

— de  Phylique , par  Rohault.  8. 

— de  la  Peinture , par  Leonard  de  Vinci. 
12.  Paris  avec  fig. 

de  la  Mécanique,  par  Mr.  de  la  Hirè, 
4.  Paris  1729. 

»—  Méthodique  & abrégé  de  toutes  les  Ma- 
thématiques, par  Mr.  de  Neufeglife,  2 vol, 
8.  avec  fig.  Lion  1700. 

•—  des  Moyens  de  rendre  les  Rivières  Na- 
vigables &c.  Amft.  1Ô9Ô.  fig. 


y 
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V. 


f 


Vltruvius  Brhanmcusy  OU  l’Architedure  Bri- 
tannique, contenant  les  plans,  éléva- 
tions & reétions  des  Bâtimens  réguliers , 
- tant  particuliers  que  publics,  de  la  Grande 
Bretagne , avec  de  grandes  planches  en 
taille  douce,  fol.  3 vol. 
üfage  du  Pantometrc,  12.  Paris  avec  jSg. 
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